
Grundkurs FunktionalanalysisWinfried KaballoL�osung ausgew�ahlter AufgabenAufgabe 1.3 a) Man hat 1tx 2 U , k x k < t und 1tx 2 B , k x k � t :b) folgt sofort aus a).Aufgabe 1.4 Die nach (8) gebildete Menge co(A) ist konvex. F�ur jede konvexeMenge C � E mit A � C ergibt sich auch co(A) � C durch Induktion �uber n :Aufgabe 1.5 Nur die Menge aus b) ist beschr�ankt.Aufgabe 1.6 Alle Fragen sind zu verneinen.l1 Eine Folge von "Trapez-Funktionen\ werde de�niert durch fn(t) = 0 f�ur t = 0und f�ur t � 3n ; fn(t) = n f�ur 1n � t � 2n und linear dazwischen. Dann gilt fn(t) ! 0f�ur alle t 2 [0; 1] ; k fn k1 = 2 ; k fn k2 � pn und k fn ksup = n :l2 F�ur m; r 2 N0 sei Jm;r := [r 2�m; (r + 1) 2�m) : F�ur n 2 N ist n = 2m + rmit m; r 2 N0 und 0 � r < 2m : F�ur die Funktionen gn := �Jm;r 2 L1[0; 1] giltk fn k1 � j Jm;r j = 2�m ! 0 f�ur n!1 : F�ur t 2 [0; 1) ist aber (fn(t)) eine divergenteFolge, da sie aus unendlich vielen Nullen und unendlich vielen Einsen besteht.Aufgabe 1.7 Man hat k x k1 � k x kp � n 1=pk x k1 f�ur festes n 2 N und x 2 K n :Aufgabe 1.8 Die Funktion h : [0;1) 7! [0; 1) ; t 7! t1+t ; ist streng monotonwachsend; daher gilt die Dreiecks-Ungleichung f�ur d� : Wegen h�1(s) = s1�s folgt ausd�(xn; x)! 0 auch d(xn; x)! 0 : Wegen d� � 1 gilt eine Absch�atzung d � C d� i. a.nicht.Aufgabe 1.9 Es sei (x(n)) = ((x(n)j )) eine Cauchy-Folge in `p : Wegen j x(n)j �x(m)j j �k x(n) � x(m) kp sind die Folgen (x(n)j ) f�ur festes j 2 N0 Cauchy-Folgen in K : Somitexistieren die Zahlen xj := limn!1x(n)j 2 K : Zu " > 0 gibt es n0 2 N mitP̀j=0 j x(n)j � x(m)j jp � k x(n) � x(m) kpp � "pf�ur feste ` 2 N0 und alle n;m � n0 : Mit m ! 1 folgt auch P̀j=0 j x(n)j � xj jp � "pf�ur n � n0 und alle ` 2 N0 : F�ur die Folge x := (xj) gilt also x(n) � x 2 `p undk x(n)�x kp � " f�ur n � n0 ; und daraus ergibt sich auch x 2 `p sowie k x(n)�x kp ! 0 :Aufgabe 1.10 a) Nach der H�olderschen Ungleichung istR
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also k f kp � �(
) 1p� 1q k f kq :b) wird in Formel (10.24) gezeigt (Jensensche Ungleichung).Aufgabe 1.11 Es ist ' dicht in `p f�ur 1 � p <1 ; der Abschluss von ' in `1 istder Raum c0 aller Nullfolgen, da dieser nach der folgenden Aufgabe dort abgeschlossenist.Aufgabe 1.12 l1 Es seien (x(n)) eine Folge in c und x 2 `1 mit k x� x(n) k ! 0 :F�ur �n := limj!1x(n)j gilt dann j �n � �m j � k x(n) � x(m) k ; und daher existiert derLimes � := limn!1 �n 2 K : Wie in Satz A.2.1 folgt dann auch � = limj!1xj : Daher sinddie R�aume c und c0 abgeschlossen in `1 :l2 Mit der konstanten Folge x := (1; 1; 1; : : :) ist c = c0 � [x] :Aufgabe 1.13 a) Mit q := limn!1 qn gilt qn = q + rn mit k rn kQ ! 0 : Man w�ahltx 2 X mit �x = q sowie sn 2 X mit �sn = rn und k sn kX � 2 k rn kQ und setztxn = x+ sn :b) folgt sofort aus �(UX) = UQ ; c) ergibt sich aus b) mittels Satz A.2.5.Aufgabe 1.14 F�ur x 2 E gilt �x = 0 , x 2 V und k �x kQ = 0 , x 2 V ; daherist k kQ genau dann eine Norm auf Q ; wenn V in E abgeschlossen ist.Aufgabe 1.15 a) F�ur x 2 AnA wird das In�mum dA(x) = 0 auf A nicht angenom-men.b) Im Raum `21 kann man V = R � f0g und x = (0; 1) nehmen, im Raum `21 etwaV = f(�t; t) j t 2 Rg und x = (1; 1) :Aufgabe 2.1 Mit den stetigen Projektionen �M und �N von M � N auf M undN kann man K = �M(A) und L = �N(A) nehmen.Aufgabe 2.2 Es istK := ft = (tj) 2 [0; 1]r j rPj=1 tj = 1g kompakt, und die Abbildungf : (tj) 7! rPj=1 tjxj ist eine stetige Surjektion von K auf cofx1; : : : ; xrg :Aufgabe 2.3 Es seien " > 0 und N ein pr�akompaktes " -Netz f�ur M : Dann hat Nein endliches " -Netz, und dieses ist ein 2" -Netz f�ur M :Aufgabe 2.4 Alle angegebenen Permanenzeigenschaften gelten mit Ausnahme derletzten. Dazu sei en der n -te "Einheitsvektor\ in `p : Dann gilt xn := 1nen ! 0 ; unddie Menge A = fxng [ f0g ist kompakt. Es ist jedoch x := 1Pn=1 2�nxn 2 coAn coA :Aufgabe 2.5 Nein; dazu sei etwa A = [0; 1] und fn(a) die n-te Zi�er der Dezimal-bruchentwicklung von a 2 A :



Aufgabe 2.6 Dies kann man wie Satz A.2.9 beweisen.Aufgabe 2.7 Der Beweis von Theorem 2.5 l�asst sich leicht �ubertragen.Aufgabe 2.8 Man argumentiert �ahnlich wie im Beweis von Theorem 2.5, vgl. etwa[Appell und V�ath 2005], Satz 3.4.Aufgabe 2.9 Man argumentiert wiederum �ahnlich wie im Beweis von Theorem2.5, vgl. etwa [Appell und V�ath 2005], Satz 3.5. F�ur "(b) ) (c)\ setzt man einfachbj := supx2A j xj j :Aufgabe 2.10 "(a) ) (b)\: Es sei U eine o�ene �Uberdeckung von M : F�ur x 2Mgilt �(x) := sup fr > 0 j 9 U 2 U mit Kr(x) � Ug > 0 : Es sei nun fxngn2N dichtin M und rn := 12 �(xn) : Zu x 2 M gibt es n 2 N mit d(x; xn) < 14 �(x) ; dannfolgt �(xn) � 34 �(x) und daher x 2 Krn(xn) : Somit gilt M = 1Sn=1Krn(xn) ; und mitKrn(xn) � Un 2 U folgt auch M = 1Sn=1Un :"(b) ) (c)\: Die o�ene �Uberdeckung U := fU"(x) j x 2 Mg hat eine abz�ahlbareTeil�uberdeckung fU"(xj) j j 2 Ng ; und fxjgj2N ist ein " -Netz."(c) ) (a)\: Man vereinigt abz�ahlbare 1n -Netze.Aufgabe 2.11 Der Raum ' der endlichen Folgen ist separabel und nach Aufgabe1.11 dicht in c0 sowie `p :Aufgabe 2.12 Man erh�alt den RaumC0(Rn) = ff 2 C(Rn) j 8 " > 0 9 R > 0 8 t 2 Rn : j t j � R) j f(t) j � "galler stetigen Funktionen, die "in 1 verschwinden\.Aufgabe 2.13 Man konstruiert eine Isometrie von `1 in L1[0; 1] wie in Aufgabe3.11 und verwendet Satz 2.6.Aufgabe 2.14 a) F�ur '(t; s) = nPk=1 pk(t) qk(s) 2 K [t] 
 K [s] erh�alt man durch Aus-multiplizieren ' 2 K [t; s] : Umgekehrt gilt mPi;j=0 cij ti sj = mPj=0( mPi=0 cij ti) sj :b) Man benutzt die gleichm�a�ige Stetigkeit stetiger Funktionen auf kompakten R�aum-en (Satz A.2.9).Aufgabe 2.15 Man kann �ahnlich wie in Satz 1.2 argumentieren.Aufgabe 2.16 Eine L�osung zeigt Lemma 6.12.Aufgabe 2.17 Eine Menge A � C1[a; b] ist genau dann pr�akompakt, wenn siebeschr�ankt ist und die Mengen A sowie A0 := ff 0 j f 2 Ag gleichstetig sind. Die letzteFrage ist zu verneinen, so kann z.B. die Betragsfunktion in C[�1; 1] durch Polynomemit C1 -Norm � 1 approximiert werden.



Aufgabe 2.18 a) ergibt sich wie in Aufgabe 2.8, b) folgt leicht aus a).Aufgabe 2.19 a) folgt leicht aus Aufgabe 2.18.b) ergibt sich aus der Sobolev-Absch�atzung (8) und a).Aufgabe 3.3 Es ist S stetig bez�uglich aller angegebenen Normen, � nur bez�uglichk ksup und k kC1 :Aufgabe 3.5 O.E. seien K = [�1; 1] und t = 0 : Weiter sei g 2 L1[�1; 1] gegeben.F�ur die "Dreicksfunktionen\ fn 2 C[�1; 1] mit fn(0) = 1 und fn(s) = 0 f�ur j s j � 1ngilt J(g)(fn) = R 1�1 fn(t)g(t) dt! 0 aufgrund des Satzes �uber majorisierte Konvergenz.Aufgabe 3.6 Man vgl. Formel (9.17).Aufgabe 3.7 a) F�ur x = (xj) 2 c sei x� = limj!1xj 2 K : F�ur � > 0 de�niert manT : (x0; x1; x2; : : :)! (�x�; x0 � x�; x1 � x�; : : :) :Dann ist T : c! c0 eine Isomorphie mitT�1 : (y0; y1; y2; : : :)! (y0� ; y1 + y0� ; y2 + y0� ; : : :) :Man hat kT k � max f2; �g und kT�1 k � 1 + 1� ; und mit � = 2 ergibt sichkT k kT�1 k � 3 : Die Wahl � = 2 ist optimal; es gilt sogar d(c; c0) = 3 nach M.Cambern (Studia Math. 30, 73-77 (1968)).b) Der Punkt x = (1; 1; 1; : : :) ist ein Extremalpunkt der Einheitskugel Bc von c ; d. h.er liegt nicht im Innern einer in Bc verlaufenden Strecke. Die Einheitskugel von c0besitzt jedoch keinen Extremalpunkt.Aufgabe 3.8 Die R�aume c0 und C[a; b] sind nicht isomorph: Nach den Aufgaben 3.6und 2.11 ist der Dualraum c00 �= `1 separabel. Andererseits enth�alt C[a; b]0 �uberabz�ahl-bar viele � -Funktionale, und es ist k �t � �s k = 2 f�ur t 6= s :Aufgabe 3.9 Man de�niert eine Isomorphie von K � c0 bzw. K � `p auf c0 bzw. `pdurch T (�; (x0; x1; x2; : : :)) := (�; x0; x1; x2; : : :) :Aufgabe 3.10 Man de�niert eine Isomorphie von C1[a; b] auf K � C[a; b] durchTf := (f(a); f 0) und erh�alt T�1(�; g)(t) = � + R ta g(t) dt :Aufgabe 3.11 a) Man benutzt den Hinweis, Satz 2.6 und Aufgabe 3.10.b) l1 Man de�niert P 2 L(C[0; 1]; c0) durch Pf := (f(2�j) � f(0)) ; dann giltkP k � 2 und P�x = x f�ur x 2 c0 : Durch T : f 7! (Pf; f � �Pf) wird ein Isomor-phismus von C[0; 1] auf c0 �N(P ) de�niert mit T�1(x; n) = �x + n :l2 Man de�niert Q 2 L(L1[0; 1]; `1) durch Qf := (2j�1 RIj f(t) dt) mit den Inter-vallen Ij = (2�j+1; 2�j) und argumentiert wie in l1 .



Aufgabe 3.12 a) F�ur v; v0 2 PV (x) und s 2 [0; 1] gilt dV (x) � k x�(sv+(1�s)v0) k �s k x� v k+ (1� s) k x� v0 k = dV (x) :b) F�ur v 2 V gilt k x � v k > 1Pj=0 2�j�1 j xj � vj j � 12 j'(x) j : F�ur " > 0 w�ahlt mann 2 N mit 2n�12n�1 < 12 + " und setzt y = 2n�12n�1(�; : : : ; �; 0; 0; : : :) mit � := '(x) ; wobeidie erste 0 an Stelle n steht. Dann ist '(y) = � ; also v := x� y 2 V ; und man hatk x� v k = k y k < (12 + ") j'(x) j :Aufgabe 3.13 a) Man w�ahlt y 2 X mit d := dV (y) > 0 : Es gibt v 2 V mit0 < k y � v k < d" ; und man setzt x = y�vk y�v k :b) Es sei X ein unendlichdimensionaler Raum. Zu x1 2 X mit k x1 k = 1 gibt es nacha) ein x2 2 X mit k x2 k = 1 und k x2 � x1 k � 12 : Wiederum nach a) gibt es einx3 2 X mit k x3 k = 1 und d[x1;x2](x3) � 12 : Man f�ahrt so fort und erh�alt eine Folge(xj) in X mit k xj k = 1 und k xj � xk k � 12 f�ur j 6= k :Aufgabe 3.14 Man setzt k (g0; : : : ; gm) kp := mPj=0 k gj kpLp f�ur 1 � p <1 : Die Isome-trie ergibt sich durch Fortsetzung mittels Satz 3.5.Aufgabe 3.15 a) ist ein einfacher Spezialfall der Transformationsformel.b) F�ur f 2 Cc(Rn) verwendet man die gleichm�a�ige Stetigkeit.Aufgabe 3.16 a) F�ur x 2 K n ist kTx k1 = maxk y k1�1 j y>Ax j = maxk y k1�1 j x>A>y j �maxk y k1�1 kA>y k1 k x k1 = kA> kSS k x k1 = kA kZS k x k1 nach (10). Umgekehrt seikA kZS = nPj=1 j akj j : Man w�ahlt �j 2 K mit j�j j = 1 und �jakj = j akj j ; f�urx = (�1; : : : ; �n) gilt dann k x k1 = 1 und kTx k1 � nPj=1 j akj j = kA kZS :b) Man hat j aij j = j e>i Tej j � kT kL(`n2 ;`m2 ) :c) Analog zu (24) hat man kT kL(`np ;`mp ) � kA k 1=qZS kA k 1=pSS :Aufgabe 3.17 a) Es ist S�1(S�2f)(t) = RK �1(t; u) RK �2(u; s)f(s) ds du = S�f(t) :b) F�ur k kZI benutzt man (21), f�ur k kL2(K2) die Schwarzsche Ungleichung. Nach(23) gilt RK j �(t; s) j dt = RK j RK �1(t; u)�2(u; s) du j dt � k �1 kSI RK j �2(u; s) j du �k �1 kSIk �2 kSI f�ur alle s 2 K :Aufgabe 3.18 folgt sofort aus der Schwarzschen Ungleichung.Aufgabe 3.19 Mittels Transformation auf Kugelkoordinaten erh�alt man k � kZI <1und k � kSI <1 : Man hat � 2 L2(
2) nur f�ur 
 < n2 :Aufgabe 3.20 Die stetige Funktion j det j : Xn ! K nimmt auf der kompaktenKugel B := f(u1; : : : ; un) 2 Xn j max1�j�n k uj k � 1g ihr Maximum � in (x1; : : : ; xn) an,und man setzt 'j(x) = 1� det(x1; : : : ; xj�1; x; xj+1; : : : ; xn) :



Aufgabe 4.1 a) Man setzt k f k := mPj=0 1j! k f (j) ksup :b) Wegen (fk)0(t) = kf(t)k�1f 0(t) konvergiert auch 1Pk=0(fk)0(t) gleichm�a�ig, und diesgilt auch f�ur die Reihen der Ableitungen der Ordnung � m :Aufgabe 4.2 Durch Sx = 1Pk=0T kx wird eine lineare Abbildung S : X ! X de�niert,die zu I � T invers ist. Die Stetigkeit von S folgt aus Satz 8.5 oder Satz 8.8.Aufgabe 4.3 a) Die Matrix A = (ajk) de�niert einen Operator T 2 L(`2) mitkT k < 1 :b) Die Matrizen An = (ajk)0�j;k�n de�nieren Operatoren Tn 2 L(`n+12 ) mit kTn k < 1 :Mit bjk = ajk f�ur 0 � j; k � n und bjk = 0 sonst de�niert Bn = (bjk) einen OperatorSn 2 L(`2) : Man hat kT �Sn k ! 0 und daher auch k (I�T )�1� (I�Sn)�1 k ! 0 :Aufgabe 4.4 Das einzige zweiseitige Ideal in L(C n) ist f0g :Aufgabe 4.5 F�ur feste k 2 N schreibt man n = mk+r und zeigt lim sup� 1=nn � � 1=kk :Aufgabe 4.6Die Absch�atzung r(xy) � r(x)r(y) folgt sofort aus k (xy)n k � k xn kk yn k :F�ur r(x + y) � r(x) + r(y) benutzt man die binomische Formel, vgl. etwa [Heuser2006], Satz 13.11.Aufgabe 4.7 ergibt sich aus den Aufgaben 3.17 und 3.18.Aufgabe 4.8 Man hat kD k = r(D) = supj j�j j : Es ist f�j j j 2 N0g die Mengeder Eigenwerte, und der Abschluss dieser Menge ist das Spektrum �(D) :Aufgabe 4.9 a) Es ist �(Ma) = fa(t) j t 2 Kg ; also r(Ma) = kMa k = k a ksup : Esgibt genau dann Eigenwerte, wenn a auf einer Menge positiven Ma�es konstant ist.b) Man nimmt f�ur T =Mz den Multiplikationsoperator mit der Funktion z 7! z :c) ist klar.Aufgabe 4.10 Es ist C := sup fkRx(�) k j � 62 Dg <1 ; und man setzt " := 1C :Aufgabe 4.11 a) Es seien x0 2 G`(A) und y0 2 A mit y0x0 = e : F�ur x 2 A gilt danny0x = e+ y0(x� x0) 2 G(A) f�ur k x� x0 k < k y0 k�1 ; und y := (e+ y0(x� x0))�1y0ist eine Linksinverse von x : Gilt f�ur eine Folge xn ! x0 auch xnyn = e ; so muss auchxy = e sein.b) Ist �e� x 2 G`(A)nG(A) ; so folgt mit a) der Widerspruch �e� x 2 G`(A)nG(A)f�ur alle � nahe � :c) Eine Rechtsinverse f�ur j� j < 1 ist gegeben durch R� = S+(�S+ � I)�1 ; und manhat R� : (x0; x1; x2; : : :) 7! (0; x0; x1+�x0; x2+�x1+�2x0; x3+�x2+�2x1+�3x0; : : :) :Aufgabe 4.12 Nach Aufgabe 4.11 a) gibt es zu s 2 K eine Kugel U(s) und eineFunktion gs 2 C(U(s);A) mit gs(t)f(t) = e f�ur t 2 U(s) : Der kompakte Raum K



wird durch endlich viele Kugeln U1; : : : ; Ur �uberdeckt. Mit einer stetigen ZdE wie in(2.3) setzt man f = rPj=1�jgj :Aufgabe 4.13 a) F�ur � 2 �(x) und � 2 C mit j�� � jkRx(�) k < 1 gilt � 2 �(x)und Rx(�) = 1Pk=0(�1)kRx(�)k+1(�� �)k :b) F�ur � 2 �(x) und � 2 �(x) gilt j�� � jkRx(�) k � 1 nach a).Aufgabe 4.14 a) l1 F�ur 0 6= x = (xj) 2 `p gibt es einen Index k mit xk 6= 0 : Es ist�k : x 7! xk eine stetige Linearform auf `p ; und man hat �k(x) 6= 0 : Dieses Argumentgilt auch f�ur c0 ; c und gewichtete Folgenr�aume.l2 F�ur 0 6= f 2 C(K) gibt es s 2 K mit �s(f) = f(s) 6= 0 : Dieses Argument giltauch f�ur die R�aume Cm[a; b] :l3 F�ur 0 6= f 2 Lp(�) gibt es eine messbare Funktion � mit j� j = 1 und j f j =�f f.�u. Es ist g := �j f jp�1 2 Lq(�) ; und Jg : ' 7! R
 'g dt de�niert eine stetigeLinearform auf Lp(�) : Es gilt Jg(f) = R
 j f jp dt 6= 0 :b) Zu 0 6= T 2 L(X; Y ) gibt es x 2 X mit Tx 6= 0 : Nach Voraussetzung existiert� 2 Y 0 mit �(Tx) 6= 0 ; und T 7! �(Tx) de�niert eine stetige Linearform auf L(X; Y ) :Aufgabe 4.15 F�ur x 2 A existiert � 2 C mit �e� x 2 AnG(A) = f0g :Aufgabe 4.16 a) Man berechnet (e� yx)(e+ yzx) = e :b) Das "Spektrum\ linearer Operatoren auf C1(R) kann unbeschr�ankt sein.Aufgabe 4.17 l1 gp hat einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x� :l2 Es ist gp(g(x�)) = g(x�) ; also g(x�) = x� :l3 F�ur festes 0 � r < p und x0 2M gilt gkp+r(x0) = gkp(gr(x0))! x� :Aufgabe 4.18 a) ist klar.b) Es ist g : t 7! log(1 + et) schwache Kontraktion auf R ohne Fixpunkt. F�ur eineallgemeine schwache Kontraktion g : M ! M sei � := inf fd(x; g(x)) j x 2 Mg � 0 :F�ur kompaktes M gibt es x0 2 M mit � = d(x0; g(x0)) ; und im Fall � > 0 erh�altman einen Widerspruch.Aufgabe 4.19 Die Iteration konvergiert f�ur j x0 j < �2 = 2:1268 stets gegen �1 ; da(xn)n�1 monoton f�allt; f�ur j x0 j > �2 hat man Divergenz. Nur f�ur a < Arsinh 2 =1:4436 hat man k g0 k[�a;a] < 1 : Zur Berechnung von �2 l�ost man x = Arcosh(2x) ; esgilt n�amlich j 2Arcosh0(2�2) j < 2p15 :Aufgabe 4.20 Die zweite (Volterra-) Gleichung ist eindeutig l�osbar f�ur 
 � 1 undalle � ; die erste f�ur 
 � 1 und alle � 2 R mit j� j 
 �
 (e� � 1) < 1 :Aufgabe 4.21 Die L�osung ist x(t) = sinh t :



Aufgabe 5.1 Man hat f(t) = 4� 1Pk=0 cos (2k+1) t(2k+1)2 und erh�alt 1Pk=0 1(2k+1)2 = �28 :Aufgabe 5.2 Man erh�alt 1Pk=1 1(2k�1) (2k+1) = 12 und 1Pk=1 (�1)k(2k�1) (2k+1) = 12 � �4 :Aufgabe 5.3 Lesen Sie Satz 8.14!Aufgabe 5.4 a) F�ur " > 0 w�ahlt man n1 2 N mit j sn � ` j < " f�ur n � n1 : Dannfolgt j �n� ` j = 1n+1 j nPk=0(sk� `) j � 1n+1 j n1Pk=0(sk� `) j+ n�n1n+1 " < 2" f�ur n � n0 � n1 :b) Es gilt sn � �n = 1n+1 nPk=0(sn � sk) = 1n+1 nPk=0(k + 1)ak ! 0 :c) Man hat snn+1 = �n � nn+1 �n�1 ! 0 und damit auch ann ! 0 :Aufgabe 5.5 Man setzt f�ur f eine Dirac-Folge ein und verwendet Satz 5.5.Aufgabe 5.6 Die erste Gleichung ergibt sich mittels geometrischer Reihe, darausleicht die zweite.Aufgabe 5.7 Wie in Satz 5.4 folgen a) und b) aus Satz 3.9.c) Ist (g � f)(t) 6= 0 ; so gibt es s 2 supp f mit t� s 2 supp g :Aufgabe 5.8 a) An Stelle von � w�ahlt man �(x) = cn �(j x j) in n Variablen.c) F�ur f 2 Cc(Rn) verwendet man die gleichm�a�ige Stetigkeit, dann Satz 3.3.Aufgabe 5.10 F�ur f; g 2 W 11 (a; b) � C[a; b] gilt f 0g + fg0 2 L1(a; b) ; und f�ur' 2 D(a; b) ergibt sich R ba fg' dt = � R ba (f 0g' + fg0') dt mittels Approximation vonf und g gem�a� Satz 5.11.Aufgabe 5.12 a) Der Raum �W 1p (a; b) ist in W 1p (a; b) abgeschlossen und enth�altD(a; b) : Eine Funktion f 2 �W 1p (a; b) zerlegt man mittels ZdE in einen "linken\ undeinen "rechten\ Anteil, approximiert diese durch f(t� �) und faltet diese Funktionenmit �" : Einzelheiten �ndet man etwa bei [Triebel 1972], Satz 5.4.b) Man wendet a) auf f � f(a) an.Aufgabe 5.14 Man integriert partiell �uber den Teilintervallen.Aufgabe 5.15 �ndet man etwa in [Kaballo 2000], Abschnitt 23. F�ur c) setzt mank f k = k f kL1 + V(f) ; wobei der letzte Ausdruck die totale Variation von f ist.Aufgabe 5.16 a) Zu f 2 W 11 (a; b) und " > 0 gibt es g 2 C[a; b] mit R ba j f 0�g j dt � " :Es folgt Pk j f(bk)� f(ak) j � Pk R bkak j f 0(t) j dt � "+Pk R bkak j g(t) j dt � "+ k g ksup � :b) Die beiden ersten Aussagen sind klar. Zu " > 0 w�ahlt man � > 0 gem�a� absoluterStetigkeit. F�ur eine Nullmenge N gibt es disjunkte Intervalle mit N � S1k=1 Jk und1Pk=1�(Jk) < � : Es gibt ak < bk 2 Jk mit �(f(Jk)) = j f(bk) � f(ak) j ; und es folgt



�(f(N)) � 1Pk=1�(f(Jk)) < " :Aufgabe 5.17 Man hat sn(f ; t) � ef(t) = 12� R ��� ef(t�s)�ef(t)sin s2 sin(2n + 1) s2 ds wie imSatz von Dini. Nach der L�osung von Aufgabe 5.16 a) gibt es zu " > 0 ein � > 0mit 12� R ��� j ef(t�s)�ef(t)sin s2 sin(2n + 1) s2 j ds � " f�ur alle t 2 K ; und das Integral �uber� � j s j � � strebt gegen 0 gleichm�a�ig auf K ; da der Integrand bzgl. t 2 K in einerkompakten Menge variiert.Aufgabe 5.18 ergibt sich sofort mittels Aufgabe 5.17.Aufgabe 6.1 a) Da der Tr�ager von x 2 `1(I;X) abz�ahlbar ist, kann man I = N0annehmen und wie in Aufgabe 1.9 verfahren.b) F�ur einen Hilbertraum X ist auch `2(I;X) ein Hilbertraum.Aufgabe 6.2 Man kann I = N0 annehmen. F�ur (�k) 2 `2 sei x = 1Pk=0 �kek :")\: Zu " > 0 gibt es m 2 N mit k x � mPk=0 �kek k2 = 1Pk=m+1 j �k j2 � " ; Formel (16)gilt dann mit I0 = f0; : : : ; mg :"(\: Es gibt ` mit I0 � f0; : : : ; `g ; und f�ur m � ` folgt k x� mPk=0 �kek k2 � " :Aufgabe 6.4 Wegen k x+ y k2 + k x� y k2 = 2 (k x k2+ k y k2) hat man f�ur Einheits-vektoren k x� y k2 = 4� k x+ y k2 :Aufgabe 6.5 a) Der Abstand wird f�ur �i = hyjeii minimal. b) folgt sofort aus a).Aufgabe 6.6 Es ist 1Pk=1 1k4 = �490 :Aufgabe 6.7 Eine Orthonormalbasis von L2(
1�
2) bilden die Funktionen f'k(t) k(s)g1k=0 :Aufgabe 6.8 a) Es ist dimV � dim E=G = dimU ; vgl. Satz A.1.3.b) l1 Im Fall 1Pk=0 k fk � ek k2 < 1 ist der Operator T : ek 7! fk invertierbar wegenk I � T k < 1 :l2 Im allgemeinen Fall gibt es m 2 N mit 1Pk=m+1 k fk � ek k2 < 1 : Nun ist derOperator S 2 L(H) mit Sek = ek f�ur k � m und Sek = fk f�ur k > m bijektiv. Esfolgt H = [e0; : : : ; ek]� [fk]k>m und mit a) auch H = [f0; : : : ; fk]� [fk]k>m :Aufgabe 6.9 ergibt sich wie im Fall `2 : Es ist f�k := 1ak ekg eine Orthonormalbasisvon `2(a) ; und eine Menge ist genau dann pr�akompakt, wenn die Reihe 1Pj=0 a2j j xj j2auf dieser gleichm�a�ig konvergiert.



Aufgabe 6.10 b) "(\ folgt aus Aufgabe 6.9 d).")\ Zu " > 0 gibt esm 2 N mit 1Pj=m b2j j xj j2 � "2 f�ur alle x 2 `2(a) mit k x k`2(a) � 1 :Anwendung auf �k = 1ak ek liefert bkak � " f�ur k � m :Aufgabe 6.11 a), b) Man erh�alt `2(a)0 �= `2( 1a) :c) F�ur s � 0 de�niert man H�s2� als Raum der stetigen Linearformen auf Hs2� :d) F�ur g 2 L12� und s > 12 de�niert man die Linearform Lg : Hs2� ! C durch Lg(esk) :=12� R ��� esk(t) g(t) dt = hki�sb�g(�k) : F�ur (�k) 2 `2(Z) und f = 1Pk=�1 �kesk 2 Hs2� ergibtsich jLg(f) j = j 12� R ��� f(t) g(t)dt j � 1Pk=�1hki�sj �k jj b�g(�k) j � C k f kHs k g kL1 nachder Schwarzschen Ungleichung.Aufgabe 6.12 Man de�niert �t�s : 1Pk=�1 �kesk 7! 1Pk=�1hkis�t�kesk = 1Pk=�1 �ketk :Aufgabe 6.13 folgt aus Formel (6.28): bf 0(k) = ik bf(k) :Aufgabe 6.14 Es ist k h kW sp < 1 , ps < 1 : Dazu integriert man zurerst �uber tund zerlegt das Integrationsintervall in drei Teile. Die Singularit�at liefert (f�ur � � 0 )dann R 0�� j h(t+ �)� h(t) jp dt � j � j ; der Rest ist � j � jp :Aufgabe 6.15 a) Man hat j bf(k) j � Cs hki�s f�ur alle s > 0 :b) Man w�ahlt bf(2j) = 2�sj und bf(k) = 0 f�ur alle anderen k :Aufgabe 7.1 Man hat aij = hS�ejjeii = R
 R
 �(t; s) ej(s) ei(t) ds dt ; und die Funk-tionen ej(s)ei(t) bilden eine Orthonormalbasis von L2(
2) :Aufgabe 7.2 Es ist kA k � NP`=�N supi�j=` j aij j :Aufgabe 7.3 a) Es ist 1Pi=0 j 1Pj=0 aijxj j2 = 1Pi=0 j 1Pj=0 bijcijxj j2 � 1Pi=0 ( 1Pj=0 j bij j2 1Pj=0 j cijxj j2) �C1 1Pi=0 1Pj=0 j cijxj j2 � C1C2 1Pj=0 j xj j2 :b) Es sei bij = cij = 0 f�ur j > i sowie bij = (i+1)� 1=4j� 1=4 und cij = (i+1)� 3=4j 1=4 f�urj � i : Dann gilt 1Pj=0 j bij j2 � 2 und 1Pi=0 j cij j2 � 3 ; nach a) also kA k � p6 : Man hatkA kZS = 1 ; aber kA kSS =1 :Aufgabe 7.4 Man setzt einfach T = T0P mit der orthogonalen Projektion P von Hauf V :Aufgabe 7.5 F�ur festes y 2 H wendet man den Rieszschen Darstellungssatz auf diestetige Linearform � : x 7! �(x; y) an.



Aufgabe 7.6 a) Mit der orthogonalen Projektion Q von G auf R(T ) ist M(y) =fx 2 H j Tx = Qyg :b) Das gesuchte Element ist die metrische Projektion T�y = PM(y)(0) von 0 aufM(y) : Es handelt sich um den eindeutig bestimmten Vektor in M(y) \N(T )? :c) Mit T1 := T jN(T )? : N(T )? ! R(T ) ist T� = T�11 Q stetig nach Satz 8.8.Aufgabe 7.7 a) Man kann [a; b] = [�1; 1] annehmen. O�enbar ist Pn ein Polynomvom Grad n : Man berechnet hPnjPm i = 0 f�ur n 6= m und hPnjPn i = 1 mittelsR 1�1(1� t2)n dt = R �0 sin2n+1 u du = 2n2n+1 � 2n�22n�1 � � � 45 � 43 � 2 :b) Es seien x1; : : : ; xk alle Nullstellen ungerader Ordnung von Pn in (a; b) : F�urP (x) := (x� x1) � � � (x� xk) gilt dann hPn; P i 6= 0 ; also deg P = n :Aufgabe 7.8 Man substituiert t = cos s und benutzt die Dichtheit von C[�1; 1] indiesem Hilbertraum.Aufgabe 7.9 a) rechnet man nach; in b) integriert man partiell unter Verwendungvon a). Die Hermite-Funktionen bilden sogar eine Orthonormalbasis von L2(R) ; dieskann man mittels Fourier-Transformation einsehen, vgl. etwa [Kaballo 1999], 41.16.Aufgabe 7.11 b) Man de�niert das Skalarprodukt mittels der Polarformeln (6.18)bzw. (6.19), vgl. etwa [Werner 2007], V.1.7.Aufgabe 7.12 Nach (7.7) gilt (�I � S�a)f = 1Pk=�1(�� ba(k)) h f je0k i e0k ; und es folgtg 2 R(�I � S�a) , h gje0k i = 0 f�ur alle k mit ba(k) = � , g 2 N(�I � S�a)? :In diesem Fall sind alle L�osungen der Gleichung (�I � S�a)f = g gegeben durchf = Pba(k)6=� 1��ba(k) h f je0k i e0k + Pba(k)=� �k e0k mit beliebigen �k 2 C :Aufgabe 7.13 Aus Tx = �x folgt auch T �x = ��x nach Satz 7.12. F�ur Eigenvektorenx; y zu Eigenwerten �; � von T folgt daher (� � �)h xjy i = h�xjy i � h xj��y i =hTxjy i � h xjT �y i = 0 :Aufgabe 7.14 a) rechnet man leicht nach.b) Man hat T (V ) � V , PTx = Tx f�ur alle x 2 V : Weiter ist dies �aquivalent zu[8 x 2 V 8 y 2 V ? : hTxjy i = 0, h xjT �y i = 0], T �(V ?) � V ? :c) Nach b) gilt (T jV )� = T �jV in L(V ) :Aufgabe 7.15 a) ist klar.b) Die Einschr�ankung ist der nicht normale Rechts-Shift-Operator S+ auf `2(N0) :Aufgabe 7.16 a) Es gilt Tx = mPj=1hTxjxj ixj = mPj=1h xjT �xj ixj mit einer Orthonor-malbasis fxjg von R(T ) ; man kann also yj = T �xj nehmen.b) Mit a) setzt man V = [x1; : : : ; xm; y1; : : : ; ym] :



Aufgabe 7.17 a) F�ur � 62 W (T ) hat man d := dW (T )(�) > 0 : F�ur k x k = 1 folgtj h (�I � T )xjx i j = j�� hTxjx i j � � ; und es ist �I � T 2 GL(H) nach Satz 7.8.b) folgt aus a) wegen W (S�S) � [0;1) :Aufgabe 7.18 a) Man hat V (e00)(t) = t2� + 12 und V (e0k)(t) = 12�ik (eikt � (�1)k) =12�ike0k � (�1)k2�ik e00 f�ur k 6= 0 :b) Es ist V �f(t) = R 1t f(s) ds ; vgl. S. 243. Der Operator V ist nicht normal wegen0 = r(V ) < kV k und Satz 7.11.Aufgabe 7.19 a) Aus x 2 M und y 2 M? folgt hUxjUy i = h xjy i = 0 ; alsoUy 2 (U(M))? : F�ur z 2 (U(M))? folgt �ahnlich U�1z 2M? :b) F�ur j� j > 1 hat man j h (�I � U)xjx i j = j�h xjx i � hUxjx i j � (j� j � 1) k x k2 ;und es folgt kRU(�) k � (j� j � 1)�1 nach Satz 7.8. F�ur j� j < 1 argumentiert man�ahnlich.Aufgabe 7.20 Satz 7.14 gilt auch f�ur normale Operatoren mit supn kT n k < 1 :Dabei verwendet man N(I � T ) = N(I � T �) = R(I � T )? : Beachten Sie auchAufgabe 10.23.Aufgabe 7.21 l1 Durch U : x = (xk) 7! 1Pk=0xkzk wird eine Isometrie von `2 auf denHardy-Raum H2(D) holomorpher Funktionen auf dem Einheitskreis de�niert. Invari-ante Unterr�aume von S+ sind die R�aume V (�) = fx 2 `2 j (Ux)(�) = 0g f�ur � 2 D ;ebenfalls Durchschnitte solcher R�aume.l2 F�ur eine Folge (�j) in D gilt Tj V (�j) 6= f0g , 1Pj=1(1� j�j j) <1 ; dies ist einIdentit�atssatz f�ur H2(D) -Funktionen (vgl. [Rudin 1974], Ch. 15).l3 F�ur eine vollst�andige Charakterisierung aller invarianten Unterr�aume von S+ wer-den auch die fast �uberall existierenden Randwerte gUx(ei') = limr!1Ux(rei') ben�otigt.F�ur den entsprechenden Satz von Beurling sei auf [Rudin 1974], Thm. 17.21 verwiesen.Aufgabe 8.1 Es sei Q = Sjfrjg : Man w�ahlt fn 2 C(Q ) mit fn(rj) = j f�ur j =1; : : : ; n und erh�alt limn!1 fn(rj) = j f�ur alle j :Aufgabe 8.2 Es seien Gj dichte G� -Mengen und G = Tj Gj : O�enbar ist auch Geine G� -Menge. Weiter ist Gc = Sj Gcj mager und somit G auch dicht in M :Aufgabe 8.3 Es ist An abgeschlossen. Ist A�n 6= ; ; so gibt es ein Polynom P mitU"(P ) � An ; man kann aber eine "Zickzack-Funktion\ in U"(P )nAn konstruieren.Die dichte G� -Menge B := TnAcn besteht aus nirgends di�erenzierbaren Funktionen.Aufgabe 8.4 Es ist Mk o�en und dicht mit �(Mk) � 2�k ; Nk := [0; 1]nMk kompaktund nirgends dicht.



Aufgabe 8.5 Mittels Rieszschem Darstellungssatz identi�ziert man H mit H 0 undverwendet das Prinzip der gleichm�a�igen Beschr�anktheit.Aufgabe 8.6 Man nimmt 'n = n �a+ 1n :Aufgabe 8.7 Man benutzt supn kAn k <1 ; supn kBn k <1 :Aufgabe 8.8 l1 Es gen�ugt, �(xn; yn)! 0 f�ur xn ! 0 und yn ! 0 zu zeigen wegen�(x; y)��(x0; y0) = �(x0; y�y0)+�(x�x0; y0)+�(x�x0; y�y0) und der getrenntenStetigkeit.l2 F�ur die Operatoren �xn : y 7! �(xn; y) in L(Y; Z) gilt �xn ! 0 punktweise,nach dem Satz von Banach-Steinhaus also �xn ! 0 gleichm�a�ig auf pr�akompaktenTeilmengen von Y und insbesondere �(xn; yn)! 0 :l3 Es gen�ugt die Vollst�andigkeit von Y (oder X ) und man ben�otigt die Stetigkeitvon �y : x 7! �(x; y) nur auf einer Teilmenge zweiter Kategorie von Y :Aufgabe 8.9 Die getrennte Stetigkeit folgt aus j �(p; q) j � k p ksup k q kL1 : F�ur diePolynome pn(t) = pn tn�1 gilt k pn kL1 = 1pn ! 0 ; aber �(pn; pn) = n2n�1 ! 12 :Aufgabe 8.10 l1 Die Bedingung J �L(X) � J bedeutet, dass J ein Rechtsideal ist.l2 F�ur festes S 2 J hat die lineare Abbildung �S : T 7! ST von L(X) nach Jabgeschlossenen Graphen, ist also stetig nach Satz 8.10. Dies gilt entsprechend f�urfestes T 2 L(X) und die lineare Abbildung �T : S 7! ST von J nach J : Nunverwendet man Aufgabe 8.8.Aufgabe 8.11 Mit T hat auch T�1 abeschlossenen Graphen.Aufgabe 8.12 a) - c) sind klar, bei c) verwendet man die "Einheitsvektoren\.d) l1 Durch k k� wird eine st�arkere Norm auf X de�niert. Man zeigt die Vollst�andig-keit von (X; k k�) und verwendet dann Satz 8.8.l2 Wegen der Eindeutigkeit der Reihenentwicklung h�angen die Koe�zienten �k(x)linear von x ab. F�ur eine Cauchy-Folge (x(j)) in (X; k k�) sind die Folgen (�k(x(j)))Cauchy in K ; und man setzt �k = limj!1�k(x(j)) : Zu " > 0 gibt es m 2 N mitsupn kPnx(j) � Pnx(m) k � " ; und mit j ! 1 folgt supn k nPk=0 �kxk � Pnx(m) k � " :Insbesondere ist k nPk=`�kxk k � 2"+ k nPk=`�k(x(m)) k f�ur ` � n : Daher konvergiert dieReihe x := nPk=0 �kxk ; und man hat k x� x(j) k� ! 0 :Aufgabe 8.13 a) Nach dem Satz von Baire gibt es m 2 N mit (mT )� 6= ; : AusU�(x) � mT folgt U�(0) � mT � x � mT �mT � 2mT :b) Es sei Sp := ff 2 L1[��; �] j 1Pk=�1 j bf(k) jp < 1g : Ist Sp nicht mager, so gibt es



nach a) ein " > 0 mit k f kL1 � " ) 1Pk=�1 j bf(k) jp � 1 : Wie in Satz 8.17 liefert dieseinen Widerspruch. Schlie�lich ist auch S = Sp2N Sp mager.c) Andernfalls gibt es nach a) eine Absch�atzung supk2Za�1k j bf(k) j � C k f kL1 ; und f�urf(t) = eimt ergibt sich der Widerspruch a�1m � C :Aufgabe 9.1 b) Auf dem Raum C := fx 2 `1 j limn!1(�n(x)) existiertg de�niertman L(x) = limn!1�n(x) ; dann gilt o�enbar l1 und insbesondere L(x) � p2(x) : Nunverwendet man den Satz von Hahn-Banach 9.1. Aussage l3 ergibt sich aus p2 = 0auf fx� S�x j x 2 `1g und L(x) � lim inf xn � 0 f�ur x � 0 :Aufgabe 9.2 a) Durch f : nPk=1�kxk 7! nPk=1�k�k wird aufgrund der Voraussetzungeine Linearform auf [xn] mit Norm � C de�niert; diese setzt man mit dem Satz vonHahn-Banach fort.b) Ein solches � existiert genau f�ur beschr�ankte Folgen (�k) :Aufgabe 9.5 a) Man hat jF (x0) j � (b� a) k f ksup k x0 k :b) Es gilt supkx0 k�1 kF (x0)�h rPj=1 f(tj)(tj�tj�1); x0i k ! 0 mit der Feinheit der Zerlegung.Aufgabe 9.7 F�ur eine Funktion ' 2 C[�1; 1] mit k' k � 1 und j�(') j = 2 mussj'(t) j = 1 f�ur alle t 2 [�1; 1] gelten.Aufgabe 9.8 Es sei v00 2 V 00 : Zu i00v00 2 X 00 gibt es x 2 X mit �Xx = i00v00 : F�urx0 2 V ? ist i0x0 = 0 und daher auch hx; x0i = hx0; i00v00i = hi0x0; v00i = 0 : Daher folgtx 2 V aus Satz 9.4.Aufgabe 9.9 F�ur x = (xk) 2 c sei x1 := limk!1xk : F�ur y = (yk) 2 `1 de�niert mandann Jy 2 c0 durch hx; Jyi := x1 y0 + 1Pk=0xk yk+1 :Aufgabe 9.10 Man hat die stetige Inklusion i : L2(
)! Lp(
) : F�ur ein FunktionalF 2 L1(
)0 ist dann i0F 2 L2(
)0 ; und es gibt genau eine Funktion g 2 L2(
) mith'; F i = R
 '(t) g(t) d� f�ur ' 2 L2(
) : Wegen j R
 '(t) g(t) d� j � kF k k' kLp folgtg 2 Lq(�) wie in der Diskussion des Beweises von Theorem 9.15 auf S. 174.Aufgabe 9.11 Der duale Operator ist der Integraloperator mit dem "transponierten\Kern �0(t; s) = �(s; t) :Aufgabe 9.12Man de�niert eine Projektion P : X 000 ! �X0(X 0) durch Px000 := x000�X :Dagegen ist �c0 in `1 nicht komplementiert, vgl. [Meise und Vogt 1992], 10.15.Aufgabe 9.13 Man de�niert Pf(t) = 12(f(t) + f(�t)) f�ur f 2 C[�1; 1] :



Aufgabe 9.14 F�ur eine konvergente Folge x = (xn) 2 c de�niert man Rx 2 C[0; 1]als die st�uckweise lineare Funktion mit Rx( 1n+1) = xn :Aufgabe 9.15 F�ur T0 2 L(V; c0) gibt es zun�achst eine "Fortsetzung\ T1 2 L(X; `1)mit kT1 k = kT0 k : Da der Raum X1 := R(T1) + c0 separabel ist, gibt es eine Pro-jektion P von X1 auf c0 mit kP k � 2 : Damit setzt man einfach T = PT1 : F�urOperatoren nach c verwendet man nun Aufgabe 3.7.Aufgabe 9.16 a) Zu " > 0 w�ahlt man Vektoren yi 2 Y mit �yi = T0(ei) undk yi k � (1 + ") kT0ei k : Dann setzt man T (Pi2I xiei) := Pi2I xiyi :b) Man liftet die Identit�at I : `1(I)! `1(I) gem�a� a).Aufgabe 10.1 F�ur Minima gilt �u00 + u = 0 ; also u(t) = A cosh t+B sinh t :Aufgabe 10.2 F�ur Minima gilt (tu0(t))0 = 0 ; also u(t) = C log t + D �uber jedemIntervall ["; 1] : Daher existiert ein Minimum unter den gegebenen Randbedingungenv(0) = � ; v(1) = � nur f�ur � = � :Aufgabe 10.3 Das Funktional hat genau dann ein Minimum in v ; wenn j v0(t) j = 1f�ur alle t 2 [0; 1] gilt. Beispiele in W 12 (0; 1) sind "Zick-Zack-Funktionen\, in C1(0; 1)ist dies wegen v(0) = v(1) = 0 unm�oglich.Aufgabe 10.4 a) ")\: Es sei k x+y k = k x k+k y k mit o. E. k y k � k x k > 0 : Dannfolgt k xkx k + yk y k k � k xkx k + ykx k k� k ykx k � yk y k k = kx k+k y kkx k � ( 1kx k � 1k y k) k y k = 2 ;also xkx k = yk y k :"(\: Aus k x k = k y k = k 12(x + y) k = 1 folgt k x + y k = 2 = k x k + k y k ; alsox = �y und dann x = y :b) Man verwendet a). In der H�olderschen und in der Minkowskischen Ungleichungtritt nur dann "=\ auf, wenn die Funktionen linear abh�angig sind.Aufgabe 10.5 a) Zu x 2 X mit k x k = 1 gebe es x01; x02 2 X 0 mit 1 = k x0j k = hx; x0ji :Dann folgt hx; 12(x01 + x02)i = 1 ; also k 12(x01 + x02) k = 1 und somit x01 = x02 :b) Es seien x; y; z = 12(x + y) 2 X mit k x k = k y k = k z k = 1 : Nach (9.6) gibt esz0 2 X 0 mit k z0 k = 1 und hz; z0i = 1 : Wegen j hx; z0i j � 1 und j hy; z0i j � 1 mussauch hx; z0i = hy; z0i = 1 gelten; da X 0 
ach normiert ist, folgt �Xx = �Xy und x = y :Aufgabe 10.6 ")\: Es seien x; y 2 K und s; t 2 K mit j s j + j t j � 1 und o. E.st 6= 0 : Setze � = sj s j und � = t1�j s j ; dann ist j� j = 1 und j � j � 1 : Damit folgt�x 2 K ; �y 2 K und wegen der Konvexit�at sx+ ty = j s j�x+ (1� j s j) �y 2 K :Aufgabe 10.7 b) Man hat C� = fx 2 X j pC(x) < 1g und C = fx 2 X j pC(x) � 1g :Aufgabe 10.8 a) F�ur y0 2 Y 0 hat man y0 2 T (A)� , 8 x 2 A : j hTx; y0i j � 1 ,8 x 2 A : j hx; T 0y0i j � 1, T 0y0 2 A� :



b) ")\ folgt sofort aus a). "(\: Es gebe x 2 A mit Tx 62 B : Nach Satz 10.4 gibt esdann y0 2 B� mit j hTx; y0i j > 1 ; also T 0y0 62 A� :Aufgabe 10.9 Man betrachtet einfach konstante Folgen.Aufgabe 10.10 Der Beweis von Satz 7.1 l�asst sich �ubertragen.Aufgabe 10.11 Mit X und Y ist auch X � Y re
exiv, und Wmp (a; b) ist zu einemUnterraum von Lp(a; b)m+1 isometrisch.Aufgabe 10.12 F�ur die "Einheitsvektoren\ gilt en w! 0 in c0 und e0n w�! 0 in `1 ; aberhen; e0ni = 1 : Die Aussage gilt, wenn eine der Folgen Norm-konvergent ist.Aufgabe 10.13Wegen (10.31) kann man eine Folge von "Dreicksfunktionen\ nehmen.Aufgabe 10.14 Ein Beispiel ist die Folge (xn = (1; : : : ; 1; 0; : : :)) mit n Einsen.Aufgabe 10.16 Nein, sonst w�are Lq(�) zu einem Unterraum von `1 isomorph.Aufgabe 10.17 Aufgrund der S�atze 10.11 und 10.12 ist ein solches Lifting i. a. nichtm�oglich.Aufgabe 10.18 a) Man de�niert eine Isometrie T : `1 ! L1[0; 1] durch die FormelT (xn)(t) = xn f�ur t 2 In := (2�(n+1); 2�n) : Eine stetige Linksinverse von T ist gegebendurch L : f 7! (2n+1 RIn f(t) dt) ; dann ist TL eine stetige Projektion von L1[0; 1]auf T (`1) : Die Existenz einer solchen stetigen Projektion folgt auch aus Bemerkungc) auf S. 178.b) folgt nun aus a), der Nicht-Re
exivit�at von `1 und den S�atzen 9.13 und 9.12.Aufgabe 10.19 a) Man dualisiert eine Quotientenabbildung � : `1 ! X :c) Man hat L1[0; 1]� `1 ' L1[0; 1] � L1[0; 1]� V ' L1[0; 1]� V ' `1 und auchL1[0; 1]� `1 ' `1 �W � `1 ' `1 �W ' L1[0; 1] :Aufgabe 10.21 Man hat kT �nx k = kTnx k ! kTx k = kT �x k ; und f�ur y 2 H gilthT �nxjyi = hxjTnyi ! hxjTyi = hT �xjyi :Aufgabe 10.22 a) Es gilt k 1n nPj=1 ej k2 = 1n2 nPj;k=1hejjeki = 1n :b) Man kann x = 0 annehmen. Nach dem Prinzip der gleichm�a�igen Beschr�anktheitgibt es C � 0 mit k xn k � C f�ur alle n : Es sei n1 = 1 : Wegen xn w! 0 gibt esn2 > 1 mit j hxnjxn1i j � 1 f�ur n � n2 : Weiter gibt es n3 > n2 mit j hxnjxn2i j � 12 f�urn � n3 : So erh�alt man eine Teilfolge mit j hxnk+1jxnji j � 1k f�ur 1 � j � k : Darausfolgt k 1n nPj=1xnj k2 = O( 1n) �ahnlich wie in a).Aufgabe 10.23 l1 F�ur die Operatoren Pn : x 7! 1n n�1Pj=0 T jx gilt kPn k � C : F�urx 2 N(I � T ) gilt o�enbar Pnx = x f�ur alle n 2 N : Wie im Beweis von Satz 7.14 hat



man limn!1Pnx = 0 f�ur x = y � Ty ; also auch f�ur x 2 R(I � T ) :l2 F�ur x 2 X gilt Pnjx w! x� f�ur eine geeignete Teilfolge aufgrund von Theorem10.14. Wegen kTPnx� Pnx k ! 0 ist Tx� = x� ; also x� 2 N(I � T ) :l3 Es gilt x � x� 2 R(I � T ) : Andernfalls gibt es nach Satz 9.4 ein f 2 R(I � T )?mit f(x� x�) 6= 0 : Wegen T nx� T n�1x 2 R(I � T ) ist aber f(T nx) = f(x) f�ur allen 2 N ; also auch f(Pnx� x) = 0 und f(x� x�) = 0 wegen Pnjx w! x� :l4 Nach l3 und l1 gilt kPn(x � x�) k ! 0 ; und wegen l2 ist Pnx� = x� : Somithat man kPnx� x� k ! 0 ; es ist also Px := x� 2 N(I � T ) eindeutig de�niert. Nachl3 gilt X = N(I � T )� R(I � T ) :Aufgabe 11.1 a) F�ur eine orthonormale Folge gilt k ej� ek k2 = 2 ; es gibt also keinekonvergente Teilfolge.b) Es seien (Sn) eine Folge in K(X; Y ) mit Sn ! S in L(X; Y ) und (xj) einebeschr�ankte Folge in X : F�ur eine Teilfolge (x(1)j ) von (xj) konvergiert (S1x(1)j ) ; f�ureine weitere Teilfolge (x(2)j ) von (x(1)j ) konvergiert auch (S2x(2)j ) : Man f�ahrt so fort,und f�ur die Diagonalfolge (x�j := x(j)j ) konvergiert (Snx�j) f�ur alle n 2 N : Dann istaber auch (Sx�j) konvergent.Aufgabe 11.2 Der Operator ist genau dann kompakt, wenn limi;j!1aij = 0 gilt.Aufgabe 11.3 Der Operator Ma ist nur f�ur a = 0 kompakt.Aufgabe 11.4 Der Operator ist f�ur alle 1 � p � 1 kompakt, vgl. S. 53.Aufgabe 11.5 Die Operatoren S" besitzen L2 -Kerne. Diese kann man nach einerOrthonormalbasis gem�a� Aufgabe 6.7 entwickeln, und daher sind die Operatoren S"kompakt. Wie in Aufgabe 3.19 zeigt man schlie�lich kS � S" k ! 0 :Aufgabe 11.6 Aus (I � S)(I � S1) = I folgt S1 = SS1 � S 2 K(X) :Aufgabe 11.7 zeigt man wie im Beweis von Satz 13.13.Aufgabe 11.8 Ist fRy01; : : : ; Ry0mg ein " -Netz in R(BY 0) ; so ist fT 0y01; : : : ; T 0y0mg ein3" -Netz in T 0(BY 0) :Aufgabe 11.9 l1 Eine beschr�ankte Folge (xn) in H hat eine Teilfolge, f�ur die(S�Sxnj ) konvergiert. Wegen kS(xnj � xnk) k2 = hS�S(xnj � xnk); (xnj � xnk) i istdann auch (Sxnj ) konvergent.l2 Wegen l1 gilt S 2 K(H)) SS� 2 K(H)) S� 2 K(H) :Aufgabe 11.10 Man w�ahlt eine Folge (xn) in BH mit j hAxn; xn i j ! kA k und eineschwach konvergente Teilfolge. Die Aussage folgt auch aus Lemma 12.4.



Aufgabe 11.11 In einem Banachraum Y mit Schauder-Basis gilt Pny ! y f�ur alley 2 Y f�ur die Projektionen aus Aufgabe 8.12. F�ur T 2 K(X; Y ) folgt PnT 2 F(X; Y )und kT � PnT k ! 0 :Aufgabe 11.12 F�ur T 2 K(X; C(K)) setzt man Tnx(t) = rPj=1�j(t)Tx(tj) : Dann giltTn 2 F(X; C(K)) und kT � Tn k ! 0 :Aufgabe 11.13 Sind Vektoren Tx1; : : : ; Txr linear unabh�angig, so gilt dies auch f�urdie Vektoren Fnx1; : : : ; Fnxr f�ur gro�e n :Aufgabe 11.14 F�ur Shift-Operatoren gilt indSm+ = �m ; indSm� = m f�ur m 2 N0 :Aufgabe 11.15 Man argumentiertiert wie im Beweis von Lemma 11.6.Aufgabe 11.16 Man verwendet die Zerlegung aus Abb. 11.1 und addiert einen bijek-tiven, injektiven bzw. surjektiven Operator F : N(T )! X2 mit F : X1 ! f0g :Aufgabe 11.17 a) folgt leicht aus Aufgabe 11.16.b) Man hat c0 6' `p ; aber c0 � Km ' c0 und `p � Km ' `p : Die zweite Behauptungergibt sich genauso.Aufgabe 11.18 Wir verwenden die Zerlegung aus Abb. 11.1. F�ur x0 2 N(T )? de�-nieren wir durch y 7! hT�11 y; x0i eine stetige Linearform auf R(T ) und setzen diesenach Hahn-Banach zu y0 2 Y 0 fort. F�ur x 2 X gilt dann hx; T 0y0i = hTx; y0i =hT�11 Tx; x0i = h(I � P )x; x0i = hx; x0i wegen hPx; x0i = 0 :Aufgabe 11.19 Es ist �T genau dann linksinvertierbar, wenn dimN(T ) < 1 undR(T ) komplementiert ist; �T ist genau dann rechtsinvertierbar, wenn codimR(T ) <1 und N(T ) komplementiert ist.Aufgabe 11.20 a) Man argumentiert wie in Aufgabe 7.16.b) Man hat T = I auf NF und T (XF ) � XF : c) ist klar.d) Zu S 2 F(X) w�ahlt man F 2 F(X) mit kS � F k < 1 ; aufgrund der Neumann-schen Reihe ist dann U := I� (S�F ) 2 GL(X) : Wegen T = U �F = U (I�U�1F )und U�1F 2 F(X) folgt die Beahuptung nun aus b) und c).Aufgabe 11.21 a) und b) gelten wegen �pI�Ap = (�I�A) p�1Pj=0 �jAp�1�j ; wobei dieReihenfolge der beiden Faktoren auch vertauscht werden kann.c) Nach b) gilt �I � A 2 �(X) f�ur alle � 2 C nf0g ; und wegen Theorem 11.11 giltdort ind(�I � A) = 0 : Ist nun �(A) \ f� 2 C j j� j � �g f�ur ein � > 0 unendlich,so gilt dies nach a) auch f�ur �(Ap) \ f� 2 C j j� j � �g im Widerspruch zu Theorem11.14.d) Man de�niert A 2 L(`2) durch A(x0; x1; x2; x3; : : :) = (0; x0; 0; x2; 0; x4; 0; : : :) :Aufgabe 11.22 Anderfalls gilt stets N(T n) 6= N(T n+1) und man konstruiert einen



Widerspruch wie im Beweis von Theorem 11.14.Aufgabe 12.1 Der Operator S� hat die Eigenwerte �k = 1k2�2 ; k 2 N ; zu denorthonormalen Eigenvektoren 'k(t) = p2 sin k�t :Aufgabe 12.2 ")\: F�ur y = Sx = 1Pj=0�j h xjej i ej 2 R(S) gilt y 2 N(S�)? = N(S)?und h yjek i = �k h xjek i :"(\: Wegen y 2 N(S)? gilt h yjej i = 0 f�ur �j = 0 ; und man hat y = Sx f�urx = P�j 6=0��1j h yjej i ej :Aufgabe 12.3 "�\: F�ur einen Vektor x 2 V := [e0; : : : ; ej] mit k x k = 1 gilthAxjx i = jPk=0�k j h xjek i j2 � �j :"�\: F�ur jeden Raum V mit dimV = j +1 gibt es v 2 V \ [e0; : : : ; ej�1]? mit Norm1 ; und daher ist min fhAxjx i j k x k � 1 ; x 2 V g � hAvjv i = 1Pk=j �k j h vjek i j2 � �j :Aufgabe 12.4 "(\ Wegen ST = TS und ST � = T �S ist jeder Eigenraum von Sunter T und T � invariant, hat also eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von T :")\ ist klar.Aufgabe 12.5 ")\ Aus T = U�1SU folgt �I � T = U�1(�I � S)U f�ur alle � 2 C :"(\ Nach Voraussetzung haben S und T die gleichen Eigenwerte mit gleicher Viel-fachheit. Man konstruiert U ; indem man die Eigenr�aume isometrisch aufeinanderabbildet.Aufgabe 12.6 ergibt sich aus aij = hTejjeii :Aufgabe 12.7 Es sei T ein Hilbert-Schmidt-Operator auf L2(
) : Nach Satz 12.10gilt Tf(t) = 1Pk=0 sj(T ) R
 f(s) gj(s) ds hj(t) mit Orthonormalsystemen fgjg und hj inL2(
) : Daraus folgt Tf(t) = R
 �(t; s) f(s) ds mit �(t; s) = 1Pk=0 sj(T ) gj(s)hj(t) :Aufgabe 12.8 F�ur x 2 H und t 2 K gilt Tx(t) = hTx; �t i = h x; T 0�t i =h xjj�1H T 0�t i mit der kanonischen Isometrie jH : H ! H 0 : F�ur eine Orthonormal-basis feigi2I von H gilt daher f�ur jede endliche Indexmenge I 0 � I : mPi=1 k jTei k2 =mPi=1 RK jTei(t) j2 dt = RK mPi=1 j h ei; j�1H T 0�t i j2 dt � RK k j�1H T 0�t k2 dt � �(K) kT 0 k2 =�(K) kT k2 aufgrund der Besselschen Ungleichung.Aufgabe 12.9 Es ist T = S+D mit dem kompakten DiagonaloperatorD = diag( 1j+1) :Es folgt T � = D�S� = DS� und T �T = DS�S+D = D2 ; also jT j = D undsj(T ) = 1j+1 : O�enbar ist T = S+D die Polarzerlegung von T :



Aufgabe 12.10 a) l1 F�ur (33) ist nur ")\ zu zeigen. Ist rkS > n ; so gibt eslinear unabh�angige Vektoren y0 = Sx0; : : : ; yn = Sxn in R(S) : Mit Z := [x0; : : : ; xn]ist S : Z 7! S(Z) bijektiv; es gibt also c > 0 mit kSx k � c k x k f�ur x 2 Z : F�urrkF � n gibt es � 2 Z mit k � k = 1 und F� = 0 : Es folgt kS�F k � k (S�F )� k =kS� k � ck � k = c ; also der Widerspruch �n(S) � c > 0 :l2 Zu " > 0 gibt es F1; F2 mit rkF1 � n ; rkF2 � m und kS � F1 k � �n(S) + " ;kT �F2 k � �m(T )+" : Dann folgt rk(F1+F2) � n+m und k (S+T )�(F1+F2) k ��n(S) + �m(T ) + 2" ; also (35). Insbesondere ist �n(S) � �n(T ) + kT � S k ; unddaraus folgt (36). Auch (34) ergibt sich leicht.l3 Nun w�ahlt man F3 mit rkF3 � m und kC � F3 k � �m(C) + " : Es folgtkSC�F1(C �F3)�SF3 k = k (S�F1) (C�F3) k � (�n(S)+ ") (�m(C)+ ") ; wegenrk(F1(C � F3)� SF3) � n +m also (37). Daraus folgt sofort auch (38).b) Wegen rk IX = j ist sj(IX) = 0 : F�ur F 2 L(X) mit rkF � j � 1 gibt es x 2 Xmit Fx = 0 und k x k = 1 ; und man hat k I � F k � k (I � F )x k = k x k = 1 :Aufgabe 12.11 a) Man argumentiert wie in Satz 12.11.b) Nach De�nition ist cj(T ) unabh�angig von einer "Erweiterung\ des Zielraums. Diesgilt nicht f�ur die Approximationszahlen: Nach dem Resultat von P. En
o (vgl. S.214)gibt es einen Operator T 2 L(X; Y ) mit �j(T ) 6! 0 ; f�ur eine Isometrie � : Y ! `1(I)gilt jedoch �j(�T ) = cj(T )! 0 nach den Aufgaben 12.12 und 12.11. c).c) ")\: Zu " > 0 gibt es eine Projektion P 2 L(X) mit dimR(P ) < 1 undkT jN(P ) k � " : Zu � := min f "kT k ; 1g > 0 gibt es x1; : : : ; xr 2 B = B1(0) ; sodassfPx1; : : : ; Pxrg ein � -Netz von P (B) ist. Dann ist fTx1; : : : ; Txrg ein 4" -Netz vonT (B) :"(\: Zu " > 0 gibt es ein " -Netz fTx1; : : : ; Txrg von T (B) : Nach (9.6) gibt esy0j 2 Y 0 mit k y0j k = 1 und kTxj k = j hTxj; y0j i j = j h xj; T 0y0j i j : F�ur den RaumN := Trj=1N(T 0y0j) gilt codimN � r ; und f�ur x 2 B \ N gibt es ein j 2 f1; : : : ; rgmit kTx k � "+ kTxj k � "+ j hTxjjy0j i j � "+ j h (Txj � Tx)jy0j i j � 2" :Aufgabe 12.12 a) Man argumentiert wie in Satz 12.12, ebenso f�ur b) im Fall einesHilbertraums X :d) Man hat cj(T ) = cj(�T ) � �j(�T ) : Zu " > 0 sei V � X ein abgeschlossenerUnterraum mit codimV = j und kT jV ) k � (1+")cj(T ) : Der Operator �T : V ! `1hat eine Fortsetzung S : X ! `1 mit kS k = k �T jV ) k � (1 + ")cj(T ) : Wegenrk(�T � S) � j ergibt sich daraus �j(�T ) � (1 + ")cj(T ) :Aus d) folgen nun der fehlende Teil von b) sowie c) .Aufgabe 12.13 a) Wegen p � 2 ist T 2 S2(H) ; hat also eine Schmidt-DarstellungTx = 1Pj=0 sj h xjgj i fj mit Orthonormalsystemen fgjg und ffjg : Mittels H�olderscherUngleichung folgt 1Pj=0 spj = 1Pj=0 spj Pi2I j h eijgj i j2 = Pi2I 1Pj=0 spj j h eijgj i jp j h eijgj i j2�p �



Pi2I( 1Pj=0 s2j j h eijgj i j2) p=2 ( 1Pj=0 j h eijgj i j2) 2�p2 � Pi2I( 1Pj=0 s2j j h eijgj i j2) p=2 = Pi2I kTei kp :b) Mit der Darstellung Tx = 1Pj=0 sj h xjgj i fj wie in a) folgt kTei k2 = 1Pj=0 s2j j h eijgj i j2 �( 1Pj=0 spj j h eijgj i j2) 2p ( 1Pj=0 j h eijgj i j2) p�2p � ( 1Pj=0 spj j h eijgj i j2) 2p ; und damit ergibt sichPi2I kTei kp � Pi2I 1Pj=0 spj j h eijgj i j2 = 1Pj=0 spj :Aufgabe 12.14 a) immer,b) f�ur � > 1p oder � > 1p ; immer f�ur � 2 N oder � 2 N ;c) f�ur 2� > 1p oder 2� > 1p ; immer f�ur � 2 N oder � 2 N :Aufgabe 12.15 a), b) l1 F�ur S 2 S1(H;G) hat man eine Schmidt-DarstellungSx = 1Pj=0 sj h xjej i fj ; diese erf�ullt auch (47) und das In�mum in (48) ist � �1(S) :l2 F�ur S 2 L(H;G) gelte nun (48). Dann ist S 2 K(E; F ) und hat somit ei-ne Schmidt-Darstellung Sx = 1Pj=0 sj h xjej i fj : F�ur n 2 N ergibt sich dann nPj=0 sj =nPj=0hSejjfj i � nPj=0 1Pk=0 j h ejjxk i h ykjfj i j � 1Pk=0 ( nPj=0 j h ejjxk i j2)1=2 ( nPj=0 j h ykjfj i j2)1=2 �1Pk=0 k xk k k yk k nach der Schwarzschen und der Besselschen Ungleichung. Aus (48) fol-gen leicht die Norm-Eigenschaften.c) Die Vollst�andigkeit ergibt sich mittels Satz 1.6, die Dichtheit wie in Satz 12.8.Aufgabe 12.16 a) Es sei Sx = 1Pj=0 sj h xjej i fj eine Schmidt-Darstellung von S :Dann ist TSx = 1Pj=0 sj h xjej iTfj und 1Pj=0 k sjej k kTfj k � �2(S) �2(T ) :b) F�ur Nx = 1Pj=0 sj h xjej i fj sei Sx = 1Pj=0 s 1=2j h xjej i fj und Tx = 1Pj=0 s 1=2j h xjej i ej :Aufgabe 12.17 a) Es ist Pi2IhSeijei i = Pi2IhT2eijT �1 ei i = hT2jT �1 i2 mit einer Zerle-gung S = T1T2 wie in Aufgabe 12.16.b) Weiter folgt j trS j = j hT2jT �1 i2 j � kT2 k2 kT �1 k2 = �1(S) : Linearit�at und dieFormel tr(S�) = tr(S) sind klar.c) Es ist Pi2IhSeijei i = Pi2I 1Pk=0h eijxk i h ykjei i = 1Pk=0Pi2Ih eijxk i h ykjei i = 1Pk=0h ykjxk i :d) Es sei Ax = 1Pj=0 sj h xjej i fj eine Schmidt-Darstellung von A : Dann erh�alt mannukleare Darstellungen von BA und (AB)� = B�A� durch BAx = 1Pj=0 sj h xjej iBfj



und B�A�x = 1Pj=0 sj h xjfj iB�ej ; also tr(BA) = 1Pj=0 sj hBfjjej i = 1Pj=0 sj h fjjB�ej i =tr(B�A�) = tr(AB) aufgrund von c).e) F�ur normale Operatoren S 2 S1(H) gilt hSejjej i = �j(S) :Aufgabe 12.18 a) Man hat S�f(t) = 1Pk=0h f jbk i ak(t) : Nun verwendet man die Auf-gaben 12.15 und 12.17 c).b) Fourier-Entwicklung liefert �(t; s) = 1Pk=�1c�s(k) eikt mit jc�s(k) j � 1k2 k @2t � ksup :c) Es gibt �n 2 C[��; �] 
 ��2� mit �n ! � in C([��; �];��2�) ; und f�ur �n gilt dieSpurformel. Wegen (46) gilt S�n ! S� in S2(L2[��; �]; Hs2�) f�ur 12 < s < � ; und aus(42) folgt schlie�lich S�n ! S� in S1(L2[��; �]) :Aufgabe 13.1 Es ist y 7! hTxjy i = nPj=0(j + 1)xjy0 + Pk�1xkyk genau dann stetig,wenn y0 = 0 gilt, und in diesem Fall ist hTxjy i = h xjy i :Aufgabe 13.2 a) fx 2 `2 j 1Pj=0 aijxj konvergiert f�ur j 2 N0 und 1Pi=0 j 1Pj=0 aijxj j2 <1gist der maximale De�nitionsbereich von A :b) Man hat [ej] � D(A) und hA0ekjy i = 1Pi=0 aikyi = h ekjA�y i f�ur y 2 D(A�) ;also A� � A�0 : Nun sei y 2 D(A�0) : F�ur k 2 N0 gilt dann h ekjA�0y i = hA0ekjy i =1Pi=0 aikyi ; und es folgt 1Pk=0 j 1Pi=0 aikyi j2 = 1Pk=0 j hA�0yjek i j2 <1 ; also y 2 D(A�) :c) Transposition von b) liefert nun A = (A�)�0 ; und man verwendet Satz 13.6.d) Durch Bej = (aij)i 2 `2 wird eine symmetrische Matrix wie in c) de�niert, undman hat Bx = Ax f�ur x 2 D(B) :Aufgabe 13.3 Man argumentiert wie in Banachalgebren, vgl. Formel (4.14).Aufgabe 13.4 Im Fall T 2 L(H) hat man Gleichheit.Aufgabe 13.5 a) Es sei (yn) eine Folge in D(T �) mit yn ! y und T �yn ! z in H :F�ur x 2 D(T ) gilt dann hTxjy i = limn!1hTxjyn i = limn!1h xjT �yn i = h xjz i ; und esfolgen y 2 D(T �) sowie T �y = z :b) ergibt sich �ahnlich wie a).c) Es sei (yn) eine Folge in D(T ) mit yn ! 0 und Tyn ! z in H : F�ur x 2 D(T ) giltRe h xjTx + �z i = limn!1Re h xjTx + �Tyn i = limn!1Re h x + �ynjT (x + �yn) i � 0 f�uralle � 2 C ; und daraus folgt h xjz i = 0 :Aufgabe 13.6 a) F�ur � 2 �(T ) ist �I � T abgeschlossen, und dies gilt nach Satz13.3 dann auch f�ur T :



b) Wegen (22) ist iI � A : DA ! R(iI � A) eine Isomorphie.Aufgabe 13.7 a) ")\: Wegen R(A)? = N(A�) = N(A) = f0g existiert A�1 ; undnach Satz 13.7 ist (A�1)� = (A�)�1 = A�1 :"(\: Es ist D(A�) = R((A�)�1) = R((A�1)�) = R(A�1) = D(A) ; und f�ur y 2 D(A)gilt (A�1)�A�y = y und auch (A�1)�Ay = y ; also A�y = Ay :Aufgabe 13.8 Aus � 2 �(T ) folgt �� 2 �(T �) nach Satz 13.7, und die Umkehrunggilt wegen T = T �� ; vgl. Satz 13.6 d).Aufgabe 13.9 Da T � abgeschlossen ist, folgt die Stetigkeit von T � aus dem Gra-phensatz 8.10. Nach Satz 13.6 ist T � T = T �� ebenfalls stetig. F�ur abgeschlosseneOperatoren T gilt sogar T = T �� und somit D(T ) = H :Aufgabe 13.10 Symmetrie und Abgeschlossenheit von A folgen wie in dem Beispielauf S. 267, ebenso die Aussage D(A�) = W 12 (0;1) : Wegen dim D(A�)=D(A) = 1besitzt A keine selbstadjungierte Erweiterung.Aufgabe 13.11 a) Es sei 
 = e�i' : Man hat die Eigenfunktionen 'k(t) = e�i�ktpb�a zuden Eigenwerten �k = 'b�a + 2k�b�a ; k 2 Z :b) F�ur [a; b] = [0; `] und u(0) = u(`) = 0 hat man die Eigenwerte �k = �2k2`2 ; k 2 N ;zu den orthogonalen Eigenfunktionen 'k(t) = sin k �̀ t : F�ur u0(0) = u0(`) = 0 hat mandie Eigenwerte �k = �2k2`2 ; k 2 N0 ; zu den orthogonalen Eigenfunktionen  k(t) =cos k �̀ t :Aufgabe 13.12 Man veri�ziert die Aussagen des Hinweises.Aufgabe 13.13 a) Man verf�ahrt wie in Abschnitt 13.4. Nach b) m�ussen die Eigenwertenicht einfach sein.b) In L2[��; �] hat man die Eigenwerte �k = k2 ; k 2 Z ; zu den orthonormalenEigenfunktionen eikt : Das Problem @tu(x; t) = � @2xu(x; t) mit Anfangsbedingungu(x; 0) = A(x) wird gel�ost durch u(x; t) = 1Pk=�1 bA(k) e��k2t eikx = (#�t?A)(x) mit derTheta-Funktion #(x; t) = 1Pk=�1 e�k2t eikx = q�t 1Pn=�1 exp (� (x�2�n)24t ) (vgl. [Kaballo1999], Abschnitt 35).Aufgabe 13.14 a) l1 Es sei j0 2 N mit �j � 0 f�ur j � j0 : Zu " > 0 gibt es j1 � j0mit 1Pj=j1 j hxjeji j2 � "2 ; und es folgt kS(h)x � x k2 = 1Pj=0 j e��jh � 1 j2 hxjeji j2 �j1�1Pj=0 j e��jh � 1 j2 hxjeji j2 + "2 � 2"2 f�ur gen�ugend kleine h > 0 :l2 F�ur t > 0 ergibt sich analog kS(t+h)x�S(t)x k2 = 1Pj=0 e�2�j tj e��jh�1 j2 hxjeji j2 �"2 k x k2 f�ur gen�ugend kleine h > 0 durch Aufteilung in 2 Summanden.



b) Man argumentiert wie in Satz 13.20 und in a).Aufgabe 13.15 Man benutzt PjPk = 0 f�ur j 6= k und die unbedingte punktweiseKonvergenz der Reihen.Aufgabe 13.16 l5 F�ur eine disjunkte Vereinigung � = 1Sn=1 �n und f 2 L2(
) giltE(�)f = �a�1(�)f = �a�1(S �n)f = �S a�1(�n)f = 1Pn=1�a�1(�n)f = 1Pn=1E(�n)f :Aufgabe 13.17 Man argumentiert wie in Aufgabe 13.10 oder verwendet die unit�areFouriertransformation auf L2(R) (vgl. etwa [Kaballo 1999], Abschnitt 41). Damit giltP = F�1M� F ; mit M� ist auch P selbstadjungiert, und man hat �(P ) = R :Aufgabe 13.18 a) Wegen k x k = 1 gilt �(A; x) = 0, Ax = �x mit � = hAxjxi :b) Mit � = hAxjxi und � = hBxjxi betrachtet man A� = A � �I und B� =B � �I : Damit ergibt sich h[A;B]xjxi = h(AB �BA)xjxi = h(A�B� �B�A�)xjxi =hA�B�xjxi�hxjA�B�xi = 2i ImhA�B�xjxi und somit j h[A;B]xjxi j � 2 j hB�xjA�xi j �2 kB�x k kA�x k = 2�(A; x) �(B; x) :
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