Grundkurs Funktionalanalysis

Winfried Kaballo

Losung ausgewihlter Aufgaben

Aufgabe 1.3 a) Man hat ;z € U & ||z|| <t und jz € B& ||z < t.
b) folgt sofort aus a).

Aufgabe 1.4 Die nach (8) gebildete Menge co(A) ist konvex. Fiir jede konvexe
Menge C' C E mit A C C ergibt sich auch co(A) C C' durch Induktion iiber n.

Aufgabe 1.5 Nur die Menge aus b) ist beschrinkt.

Aufgabe 1.6 Alle Fragen sind zu verneinen.

(D Eine Folge von , Trapez-Funktionen“ werde definiert durch f,(t) = 0 fiir t = 0
und fiir ¢ > % , fo(t) =n fiir % <t< % und linear dazwischen. Dann gilt f,,(¢) — 0
firallet € [0,1], || fulli =2, || full2 = v und || fo ||sup = 70 -

Q) Fiir m,r € Ny sei Jy, = P27, (r+1)27™). Firn € N ist n = 2™ 4 r
mit m,r € Ny und 0 < r < 2™. Fiir die Funktionen g, := x;,, € L;[0,1] gilt
| folli <|Jmyr|=2"™—=0 fiirn — oo. Fiirt € [0,1) ist aber (f,(¢)) eine divergente
Folge, da sie aus unendlich vielen Nullen und unendlich vielen Einsen besteht.

Aufgabe 1.7 Man hat ||z || < || 2|, < n7|| 7|/ fiir festes n € N und z € K”.

Aufgabe 1.8 Die Funktion h : [0,00) + [0,1), ¢ — i3, ist streng monoton

wachsend; daher gilt die Dreiecks-Ungleichung fiir d*. Wegen h~'(s) = = folgt aus
d*(x,,x) — 0 auch d(x,,x) — 0. Wegen d* <1 gilt eine Abschéitzung d < C'd* i.a.
nicht.

Aufgabe 1.9 Essei (z(") = ((xgn) ) eine Cauchy-Folge in £, . Wegen |:1:§") —:rgm) | <

| 2™ — () ||, sind die Folgen (xgn)
existieren die Zahlen z; := lim 2™ eK. Zue >0 gibt es ny € N mit

n—oo J

) fiir festes j € Ny Cauchy-Folgen in K. Somit

¢
2§ — 2§ P < 2t —atm |y < e
=0
¢
fiir feste £ € Ny und alle n,m > ng. Mit m — oo folgt auch 3 |:r;§n) — ;[P < eP
=0

fir n > ng und alle ¢/ € Ny. Fiir die Folge z := (z;) gilt also " — gz € ¢, und
| 2™ —z ||, < & fiir n > ng, und daraus ergibt sich auch = € ¢, sowie || 2™ —z |, — 0.

Aufgabe 1.10 a) Nach der Holderschen Ungleichung ist

1—-2

fol FO PPdp < (| FE) 7 dp)s (Jo1dp)' 7,



11
also || f{lp < p()77 || fllg-
b) wird in Formel (10.24) gezeigt (Jensensche Ungleichung).

Aufgabe 1.11 Es ist ¢ dicht in ¢, fiir 1 < p < oo; der Abschluss von ¢ in (4, ist

der Raum ¢, aller Nullfolgen, da dieser nach der folgenden Aufgabe dort abgeschlossen

ist.

Aufgabe 1.12 (1) Es seien (™) eine Folge in ¢ und z € £y, mit ||z — 2™ | = 0.

Fiir &, := lim xg-”) gilt dann &, — &, | < || 2™ — 2™ ||| und daher existiert der
j—o0

Limes & := li_)rn & € K. Wie in Satz A.2.1 folgt dann auch £ = lim z;. Daher sind
n—00 j—00

die Rdume ¢ und ¢y, abgeschlossen in /.

(2) Mit der konstanten Folge  := (1,1,1,...) ist ¢ = ¢ @ [z] .

Aufgabe 1.13 a) Mit ¢ := lim ¢, gilt ¢, = ¢+ 7, mit [[r, [l — 0. Man wihls
r € X mit 7z = ¢ sowie s, € X mit 7s, = r, und || s, [|[x < 2|, ]lo und setzt
Tp =2+ S, .

b) folgt sofort aus 7(Ux) = Ug, c) ergibt sich aus b) mittels Satz A.2.5.

Aufgabe 1.14 Firz € E gilt re =0 2 €V und |7z|g =0« x € V; daher
ist || ||o genau dann eine Norm auf @), wenn V' in E' abgeschlossen ist.

Aufgabe 1.15 a) Fiir z € A\ A wird das Infimum d4(z) = 0 auf A nicht angenom-
men.

b) Im Raum /%, kann man V = R x {0} und z = (0,1) nehmen, im Raum ¢% etwa
V={(-t,t) |t e R} und z = (1,1).

Aufgabe 2.1 Mit den stetigen Projektionen 7y, und 7 von M x N auf M und
N kann man K = 7y(A) und L = mx(A) nehmen.

Aufgabe 2.2 Esist K == {t = (t;) € [0,1]" | 3 t; = 1} kompakt, und die Abbildung
j=1

f:(t)— 3;1 tjx; ist eine stetige Surjektion von K auf co{zy,...,z,}.

Aufgabe 2.3 Esseien ¢ > 0 und N ein prikompaktes -Netz fiir M . Dann hat N
ein endliches £ -Netz, und dieses ist ein 2e -Netz fiir M .

Aufgabe 2.4 Alle angegebenen Permanenzeigenschaften gelten mit Ausnahme der
letzten. Dazu sei e,, der n-te ,Einheitsvektor” in ¢,. Dann gilt z,, := %en — 0, und

die Menge A = {z,,} U {0} ist kompakt. Es ist jedoch x := § 27"z, € coA\co A.
n=1

Aufgabe 2.5 Nein; dazu sei etwa A = [0,1] und f,(a) die n-te Ziffer der Dezimal-
bruchentwicklung von a € A.



Aufgabe 2.6 Dies kann man wie Satz A.2.9 beweisen.
Aufgabe 2.7 Der Beweis von Theorem 2.5 ldsst sich leicht {ibertragen.

Aufgabe 2.8 Man argumentiert dhnlich wie im Beweis von Theorem 2.5, vgl. etwa
[Appell und Vith 2005], Satz 3.4.

Aufgabe 2.9 Man argumentiert wiederum &hnlich wie im Beweis von Theorem
2.5, vgl. etwa [Appell und Vith 2005], Satz 3.5. Fiir ,(b) = (c)“ setzt man einfach
b; ::su£|xj|.

re

Aufgabe 2.10 ,(a) = (b)“: Es sei U eine offene Uberdeckung von M . Fiir z € M
gilt p(z) :=sup{r >0 |3 U € U mit K,(xr) CU} > 0. Es sei nun {z,},en dicht
in M und r,, := p(z,). Zuz € M gibt es n € N mit d(z,z,) < {p(z); dann

folgt p(x,) > 3 p(z) und daher z € K, (z,). Somit gilt M = U K, (z,), und mit
n=1
K, (z,) CU, € U folgt auch M = ij U,.
n=1

,(b) = (c)“: Die offene Uberdeckung 4 := {U.(z) | £ € M} hat eine abziihlbare
Teiliiberdeckung {U.(x;) | j € N}, und {z;};en ist ein e-Netz.

,(c) = (a)“: Man vereinigt abzihlbare + -Netze.

Aufgabe 2.11 Der Raum ¢ der endlichen Folgen ist separabel und nach Aufgabe
1.11 dicht in ¢y sowie £, .

Aufgabe 2.12 Man erhélt den Raum
CR") = {feCR") |Ve>0TR>0VteR" : |[t|>R=|f(t)| <e}
aller stetigen Funktionen, die ,,in co verschwinden®.

Aufgabe 2.13 Man konstruiert eine Isometrie von /., in Ly [0,1] wie in Aufgabe
3.11 und verwendet Satz 2.6.

Aufgabe 2.14 a) Fiir ¢(t,s) = i r(t) qr(s) € K[t] ® K[s] erhélt man durch Aus-
k=1

multiplizieren ¢ € K[t,s]. Umgekehrt gilt > ¢;;t's? = > (X ¢;5t") s7.
i,j=0 j=0 i=0

b) Man benutzt die gleichméBige Stetigkeit stetiger Funktionen auf kompakten Rium-
en (Satz A.2.9).

Aufgabe 2.15 Man kann dhnlich wie in Satz 1.2 argumentieren.
Aufgabe 2.16 Eine Losung zeigt Lemma 6.12.

Aufgabe 2.17 FEine Menge A C C'[a,b] ist genau dann prikompakt, wenn sie
beschréinkt ist und die Mengen A sowie A" := {f' | f € A} gleichstetig sind. Die letzte
Frage ist zu verneinen, so kann z.B. die Betragsfunktion in C[—1, 1] durch Polynome
mit C!'-Norm < 1 approximiert werden.



Aufgabe 2.18 a) ergibt sich wie in Aufgabe 2.8, b) folgt leicht aus a).

Aufgabe 2.19 a) folgt leicht aus Aufgabe 2.18.
b) ergibt sich aus der Sobolev-Abschitzung (8) und a).

Aufgabe 3.3 Esist S stetig beziiglich aller angegebenen Normen, § nur beziiglich
| llsup und [ e -

Aufgabe 3.5 O.E. seien K = [—1,1] und ¢t = 0. Weiter sei g € Li[—1,1] gegeben.
Fiir die ,Dreicksfunktionen® f,, € C[—1,1] mit f,(0) =1 und f,(s) =0 fiir [s|> -
gilt J(g)(fn) = [, fo(t)g(t) dt — 0 aufgrund des Satzes iiber majorisierte Konvergenz.

Aufgabe 3.6 Man vgl. Formel (9.17).

Aufgabe 3.7 a) Fiir z = (z;) € ¢ sei z* = lim z; € K. Fiir A > 0 definiert man
J—00

T : (xg,21,%2,...) = (Ax*, g — 2%, 21 — 2",...).
Dann ist T : ¢ — ¢y eine Isomorphie mit

T_l : (y[]aylay%"') — (y_)?ayl—i_yTan?—i_yToa"')'

Man hat |T| < max{2,A} und [[T7'|| < 1+ §, und mit A = 2 ergibt sich
ITIIT'] < 3. Die Wahl A = 2 ist optimal; es gilt sogar d(c,co) = 3 nach M.
Cambern (Studia Math. 30, 73-77 (1968)).

b) Der Punkt z = (1,1,1,...) ist ein Extremalpunkt der Einheitskugel B, von ¢, d.h.
er liegt nicht im Innern einer in B, verlaufenden Strecke. Die Einheitskugel von ¢

besitzt jedoch keinen Extremalpunkt.

Aufgabe 3.8 Die Rdume ¢y und Cla, b] sind nicht isomorph: Nach den Aufgaben 3.6
und 2.11 ist der Dualraum ¢, = ¢, separabel. Andererseits enthilt C[a, b]’ iiberabzihl-
bar viele ¢ -Funktionale, und es ist || 0; — 0, || = 2 fiir t # s.

Aufgabe 3.9 Man definiert eine Isomorphie von K x ¢y bzw. K x ¢, auf ¢y bzw. ¢,
durch T(g, (x(], T1,To,.. )) = (5,{170,1‘1, T, .. ) .

Aufgabe 3.10 Man definiert eine Isomorphie von C'[a,b] auf K x Cla,b] durch
Tf = (f(a), f") und erhalt T-1(& g)(t) = & + [, g(t) dt.

Aufgabe 3.11 a) Man benutzt den Hinweis, Satz 2.6 und Aufgabe 3.10.

b) (O Man definiert P € L(C[0,1],co) durch Pf := (f(277) — f(0)); dann gilt
|P|| <2 und PPz =z fiir x € ¢g. Durch T: f — (Pf, f — ®Pf) wird ein Isomor-
phismus von C[0, 1] auf ¢y x N(P) definiert mit T='(z,n) = ®x +n.

(2) Man definiert Q € L(Ls[0,1],¢s) durch Qf := (27~ [3; f(t) dt) mit den Inter-

vallen I; = (277%1,279) und argumentiert wie in (1).



Aufgabe 3.12 a) Fiir v,v' € Py(z) und s € [0, 1] gilt dy(z) < [|z—(sv+(1—s)v") || <
slle—vll+ 0 =s)le—o'[| =dv(z).

b) Fiirv eV gilt ||z —v] > §Z_j_1|:cj—vj| > 2| ¢(z)|. Fire > 0 wihlt man
i=o

2n! L:ll(oz, oo, ,0,0,...) mit a:= p(z), wobei

n €N mit 5 < %+€ und setzt y = 5
die erste 0 an Stelle n steht. Dann ist ¢(y) = a, also v ;=2 —y € V', und man hat
Iz —vl=llyll <(z+e)le(@)].

Aufgabe 3.13 a) Man wihlt y € X mit d := dy(y) > 0. Es gibt v € V mit

0<|ly—v| <2, und man setzt r = r—="r.
b) Es sei X ein unendlichdimensionaler Raum. Zu z; € X mit || z; || =1 gibt es nach
a) ein x; € X mit [|zo]| = 1 und ||z — ;]| > 5. Wiederum nach a) gibt es ein

z3 € X mit || 23] =1 und djg, 4,](z3) > 5. Man fihrt so fort und erhilt eine Folge

(z;) in X mit ||z;]|=1 und ||z; —x || > 3 fiiv j # k.

Aufgabe 3.14 Man setzt || (go, ..., gm) ||P := § 1 g; 7, fiir 1 <p < oo. Die Isome-
§=0

trie ergibt sich durch Fortsetzung mittels Satz 3.5.

Aufgabe 3.15 a) ist ein einfacher Spezialfall der Transformationsformel.

b) Fiir f € C.(R™) verwendet man die gleichméBige Stetigkeit.

Aufgabe 3.16 a) Fiir v € K® ist ||T2|lo = max |y Az| = max |zTATy| <
llylli<t lylli<t

max ATy [y [l = [ AT llss |7 e = | Allzs |12l nach (10). Umgekeht sei
1>

|Allzs = i |ak;|. Man wihlt «; € K mit |a;| = 1 und ajag; = |ak;|; fir
7=1
z=(aq,...,0ap) gilt dann ||z || =1 und || T2 || > -Zl|akj| =||A|zs-
J:
b) Man hat |a;;| = |e/Te; | < || T | Len em) -
1 1
¢) Analog zu (24) hat man || T [|pgem emy < | Al /5 | All 42

Aufgabe 3.17 a) Es ist Sy, (Sk, f)(t) = [k k1(t,u) [i £2(u, s)f(s) dsdu = S, f(t).

b) Fiir || ||z; benutzt man (21), fiir || ||;,(k2) die Schwarzsche Ungleichung. Nach
(23) gilt [ [K(E,s) [dt = [ic | [ic r(t, u)ka(u, 8) du|di < [| k51 [ic [ Ra(us ) [du <
|| K1 ||5[|| Ko ||SI fir alle s € K.

Aufgabe 3.18 folgt sofort aus der Schwarzschen Ungleichung.

Aufgabe 3.19 Mittels Transformation auf Kugelkoordinaten erhélt man || k|| z; < oo
und ||k ||s; < co. Man hat k € Ly(Q?) nur fiir y < 2.

Aufgabe 3.20 Die stetige Funktion | det | : X™ — K nimmt auf der kompakten
Kugel B := {(uy,...,u,) € X™ | [nax ||u; || <1} ihr Maximum § in (24,...,2,) an,
<j<n

und man setzt p;(x) = % det(x1,...,2j-1,2,Zj41,...,%n) -



Aufgabe 4.1 a) Man setzt || f || := J, L A9 s -

b) Wegen (f*)'(t) = kf(t)*1f'(t) konvergiert auch Z (f¥Y(t) gleichméBig, und dies
gilt auch fiir die Reihen der Ableitungen der Ordnung < m.

Aufgabe 4.2 Durch Sx = %O: T*x wird eine lineare Abbildung S : X — X definiert,
k=0
die zu I — T invers ist. Die Stetigkeit von S folgt aus Satz 8.5 oder Satz 8.8.

Aufgabe 4.3 a) Die Matrix A = (aj;) definiert einen Operator T € L({;) mit
T <1.

b) Die Matrizen A, = (ajx)o<jr<n definieren Operatoren T, € L(£5™") mit || T, || < 1.
Mit b = aj, fiir 0 < 5,k <n und bj, = 0 sonst definiert B,, = (b;;) einen Operator
S, € L(l;) . Man hat || T — S, || — 0 und daher auch || (I —-T)"'—(I-S,)"'|| = 0.

Aufgabe 4.4 Das einzige zweiseitige Ideal in L(C") ist {0} .

Aufgabe 4.5 Fiir feste k € N schreibt man n = mk-+7 und zeigt lim sup a,/» < a,i/’“ .

Aufgabe 4.6 Die Abschitzung r(zy) < r(x)r(y) folgt sofort aus || (zy)™ || < || =™ ||| y™ || -
Fiir r(z + y) < r(z) + r(y) benutzt man die binomische Formel, vgl. etwa [Heuser
2006], Satz 13.11.

Aufgabe 4.7 ergibt sich aus den Aufgaben 3.17 und 3.18.

Aufgabe 4.8 Man hat || D|| = (D) = sup; |a;|. Esist {o; | j € No} die Menge
der Eigenwerte, und der Abschluss dieser Menge ist das Spektrum o (D).

Aufgabe 4.9 a) Es ist 0(M,) = {a(t) | t € K}, also r(M,) = || M, || = | a|lsup- E
gibt genau dann Eigenwerte, wenn a auf einer Menge positiven Mafles konstant ist.

b) Man nimmt fiir 7' = M, den Multiplikationsoperator mit der Funktion z — z.
c) ist klar.

Aufgabe 4.10 Es ist C' :=sup {|| R,(A\) || | A € D} < 0o, und man setzt ¢ := % .

Aufgabe 4.11 a) Es seien 75 € G*(A) und y, € A mit yozg = e. Fiirz € A gilt dann
Yot = e+ yo(r — 1) € G(A) fiir ||z —zo || < ||wo ||, und y := (e + yo(z — 20)) "0
ist eine Linksinverse von x . Gilt fiir eine Folge x,, — x¢ auch z,y, = ¢, so muss auch
Ty = € sein.
b) Ist de — 2 € G*(A)\G(A), so folgt mit a) der Widerspruch pe —x € G4(A)\G(A)
fiir alle 4 nahe M.

¢) Eine Rechtsinverse fiir |\ | < 1 ist gegeben durch Ry = ST(AST —I)~!, und man
hat Ry : (zo, 21, o, ...) = (0,20, 71+ AT, To + Ax1 + A210, 13+ Avo + X221 + N30, .. ) .

Aufgabe 4.12 Nach Aufgabe 4.11 a) gibt es zu s € K eine Kugel U(s) und eine
Funktion g, € C(U(s),.A) mit g,(¢)f(¢t) = e fiir t € U(s). Der kompakte Raum K



wird durch endlich viele Kugeln Uy, ..., U, iiberdeckt. Mit einer stetigen ZdE wie in
(2.3) setzt man f = Y «;g;.
7=1

Aufgabe 4.13 a) Fiir p € p(z) und A € C mit | N — pl]| Re(p) || < 1 gilt A € p(x)
und By(3) = 3 (=) Ra()* 1 (A = o).

b) Fiir A € p(z) und a € o(z) gilt | A — «||| R(A\) || > 1 nach a).

Aufgabe 4.14 a) (1) Fiir 0 # = = (v;) € £, gibt es einen Index k mit ), # 0. Es ist
Nk © > x), eine stetige Linearform auf 7, , und man hat 7;(z) # 0. Dieses Argument,
gilt auch fiir ¢y, ¢ und gewichtete Folgenrdume.

(2 Fiir 0 # f € C(K) gibt es s € K mit 6,(f) = f(s) # 0. Dieses Argument gilt
auch fiir die Rdume C™|a, b].

(3 Fiir 0 # f € L,(u) gibt es eine messbare Funktion @ mit || = 1 und | f| =
af fi. Esist g :== «a|fP7" € L,(u), und J, : ¢ — [ pgdt definiert eine stetige
Linearform auf L,(x). Es gilt Jy(f) = [o | fPdt #0.

b) Zu 0 # T € L(X,Y) gibt es 2 € X mit Tz # 0. Nach Voraussetzung existiert
ne€Y mitn(Tz) #0, und T+ n(Tx) definiert eine stetige Linearform auf L(X,Y") .
Aufgabe 4.15 Fiir x € A existiert A € C mit Xe — 2z € A\G(A) = {0}.

Aufgabe 4.16 a) Man berechnet (e — yx)(e + yzx) =e.

b) Das ,Spektrum* linearer Operatoren auf C*°(R) kann unbeschrénkt sein.

Aufgabe 4.17 (1) ¢” hat einen eindeutig bestimmten Fixpunkt z* .
@ Bsist g*(g(z")) = g(z*), also g(z*) = z*.
(3) Fiir festes 0 < r < p und g € M gilt ¢""+7"(z9) = ¢"(¢" (w0)) — x*.

Aufgabe 4.18 a) ist klar.

b) Es ist g : t — log(1 + €') schwache Kontraktion auf R ohne Fixpunkt. Fiir eine
allgemeine schwache Kontraktion ¢ : M — M sei n :=inf {d(z, g(x)) | z € M} > 0.
Fiir kompaktes M gibt es zp € M mit n = d(xg, g(zo)), und im Fall n > 0 erhilt
man einen Widerspruch.

Aufgabe 4.19 Die Iteration konvergiert fiir | 2| < & = 2.1268 stets gegen &, da
(y)n>1 monoton fallt; fiir x| > & hat man Divergenz. Nur fiir a < Arsinh2 =
1.4436 hat man || ¢'||[_q,e) < 1. Zur Berechnung von & 16st man x = Arcosh(2z); es
gilt néimlich |2 Arcosh’(2&,) | < \/% :

Aufgabe 4.20 Die zweite (Volterra-) Gleichung ist eindeutig lsbar fiir v > 1 und
alle A, die erste fiir vy > 1 und alle A € R mit [ A |y77 (" —1) < 1.

Aufgabe 4.21 Die Losung ist z(¢) = sinh .
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Aufgabe 5.1 Man hat f(t) = % 3 OSZkaTl und erhilt Z 2k+1) = %2.
k=0
k
Aufgabe 5.2 Man erhilt z m:— und Z m:%—%

Aufgabe 5.3 Lesen Sie Satz 8.14!

Aufgabe 5.4 a) Fiir ¢ > 0 wéhlt man ny € N mit |s, —¢| < ¢ fiir n > ny; . Dann

n ni
folgt [y — 0] = =7 | X_)O(Sk—é)| < kz_:o(sk—é)|+"njﬁls< 2¢ fiir n > ng > n;y .

k
b) Es gilt s, — 0, = #1 kzzjo(sn —§) = n+r1 kZ::O(k + 1)ap — 0.

¢) Man hat Sar =0y — 0n—1 — 0 und damit auch %= — 0.

n+1
Aufgabe 5.5 Man setzt fiir f eine Dirac-Folge ein und verwendet Satz 5.5.
Aufgabe 5.6 Die erste Gleichung ergibt sich mittels geometrischer Reihe, daraus
leicht die zweite.

Aufgabe 5.7 Wie in Satz 5.4 folgen a) und b) aus Satz 3.9.

c) Ist (g x f)(t) #0, so gibt es s € supp f mit t —s € suppg.

Aufgabe 5.8 a) An Stelle von p wihlt man p(z) = ¢, p(| z|) in n Variablen.
c¢) Fir f € C.(R") verwendet man die gleichméBige Stetigkeit, dann Satz 3.3.
Aufgabe 5.10 Fiir f,g € Wl(a,b) C Cla,b] gilt f'g + f¢' € Li(a,b), und fiir

¢ € D(a,b) ergibt sich [” fgpdt = — [*(f'gp + fg') dt mittels Approximation von
f und g gemif} Satz 5.11.

Aufgabe 5.12 a) Der Raum W, (a,b) ist in W) (a,b) abgeschlossen und enthélt

D(a,b) . Eine Funktion f €W (a,b) zerlegt man mittels ZdE in einen ,linken® und
einen ,rechten Anteil, approximiert diese durch f(¢+4n) und faltet diese Funktionen
mit p. . Einzelheiten findet man etwa bei [Triebel 1972], Satz 5.4.

b) Man wendet a) auf f — f(a) an
Aufgabe 5.14 Man integriert partiell iiber den Teilintervallen.

Aufgabe 5.15 findet man etwa in [Kaballo 2000], Abschnitt 23. Fiir ¢) setzt man
NI =1 fllz, +V(f), wobei der letzte Ausdruck die totale Variation von f ist.

Aufgabe 5.16 a) Zu f € W} (a,b) und & > 0 gibt es g € C[a,b] mit [*| f'—g|dt <.
Es folgt S| f(be) = flan) | S LSO dt < e+ T Lok [g(®) |dt < e+ 119 llpd

b) Die beiden ersten Aussagen sind klar. Zu € > 0 wéhlt man § > 0 gemé&f absoluter
Stetigkeit Fiir eine Nullmenge N gibt es disjunkte Intervalle mit N C Up2, J und
Z AMJg) < 0. Es gibt ay < by € J mit A(f(Jx)) = | f(bx) — f(ax)|, und es folgt



MI(N)) < ZAFCR)) <.

Aufgabe 5.17 Man hat s,(f;t) — f(t) = = fﬂw sin(2n + 1)5 ds wie im
2

Satz von Dini Nach der Losung von Aufgabe 5.16a) gibt es zu ¢ > 0 ein 6 > 0
mit - 105 G0 sin(2n 4 1)5 |ds < ¢ fiir alle ¢ € K, und das Integral iiber

Sln 2
5 < | s | < 7 strebt gegen 0 gleichméBig auf K, da der Integrand bzgl. ¢t € K in einer
kompakten Menge variiert.

Aufgabe 5.18 ergibt sich sofort mittels Aufgabe 5.17.

Aufgabe 6.1 a) Da der Triger von = € ¢;([, X) abzihlbar ist, kann man [ = N,
annehmen und wie in Aufgabe 1.9 verfahren.

b) Fiir einen Hilbertraum X ist auch ¢5(I, X) ein Hilbertraum.

Aufgabe 6.2 Man kann I = N, annehmen. Fiir (&) € 5 sei x = § &rer .
k=0

,=“ Zue >0 gibt esm € N mit ||z — 5 Seer ||? = » | & |? < e; Formel (16)
k=0 +1

gilt dann mit Iy = {0,...,m}.
< Es gibt £ mit I, C {0,..., ¢}, und fiir m > ¢ folgt ||z — 3 &er ||> < e.
k=0
Aufgabe 6.4 Wegen ||z +y|>+ |z —vyl|*>=2(| = |*+ | v ||*) hat man fiir Einheits-
vektoren ||z —y [ =4 — ||z +y .

Aufgabe 6.5 a) Der Abstand wird fiir o; = (y|e;) minimal. b) folgt sofort aus a).

4

Aufgabe 6.6 Es ist ioj =
k=1

Aufgabe 6.7 Eine Orthonormalbasis von Ly(£2; x€22) bilden die Funktionen { ¢y ()% (s) }22, -

Aufgabe 6.8 a) Es ist dimV < dim /g = dimU , vgl. Satz A.1.3.

b) () Im Fall § | fe —ex||* <1 ist der Operator T : e, — f;, invertierbar wegen
fr-rp<1.

(2) Im allgemeinen Fall gibt es m € N mit ioj || fr —ex|* < 1. Nun ist der

Operator S € L(H) mit Se, = ¢, fiir k < m und Sek = f fiir £ > m bijektiv. Es
folgt H = [eg, ..., ex] ® [fk]k>m und mit a) auch H = [fo, ..., fx] ® [fk]k>m-

Aufgabe 6.9 ergibt sich wie im Fall /5. Es ist {n := éek} eine Orthonormalbasis
von l5(a), und eine Menge ist genau dann prikompakt, wenn die Reihe io: HEAE
=0

auf dieser gleichméfig konvergiert.



Aufgabe 6.10 b) < “ folgt aus Aufgabe 6.9d).
,=“Zue >0 gibtesm € N mit ioj b a; |> < e fiirallex € ly(a) mit || 2]]gy@) < 1.
Anwendung auf n, = —ek hefert < e fir k>m.

Aufgabe 6.11 a), b) Man erhilt Eg(a)’ > (y(1).
c¢) Fiir s <0 definiert man H,,’ als Raum der stetigen Linearformen auf Hj_ .

d) Fiir g € L}, und s >  definiert man die Linearform L, : Hy — C durch Ly(ej) :=

~

L7 oen(t) g(t)dt = (k)=°g(—k). Fiir (&) € (o(Z) und f = 3 G € Hj, ergibt
sich [ Ly(f) | = | 57 J7 f(t) g(D) dt | < 72 (B) 1 &l g(=E) | < C' L f =1 g [z, mach
der Schwarzschen Ungleichung.

Aufgabe 6.12 Man definiert A" : > &el s > () '&el = S &l
k=—00

k=—00 k=—00
Aufgabe 6.13 folgt aus Formel (6.28): f/(k) = ik f(k).

Aufgabe 6.14 Es ist || |lws < oo & ps < 1. Dazu integriert man zurerst iiber
und zerlegt das Integrationsintervall in drei Teile. Die Singularitét liefert (fiic 7 > 0)
dann [°_|h(t47) — h(t) [Pdt ~ | 7|, der Rest ist ~ |7 |P.

Aufgabe 6.15 a) Man hat | f(k) | < C, (k)~* fiir alle s > 0.

b) Man wiihlt f(27) = 2% und f(k) = 0 fiir alle anderen k.

Aufgabe 7.1 Man hat a;; = (Skejle;) = [q [o k(t,s)ej(s)e;(t) dsdt, und die Funk-
tionen e;(s)e;(t) bilden eine Orthonormalbasis von LQ( 2.

Aufgabe 7.2 Esist || A|| < Z sup | a;j |-

N i—j=¢

Aufgabe 7.3 a) Es ist Z | Z aijzi > = Z | Z bijcijry |* < Z (Z | bij | Z | cijx|?) <

i=0

Cy Z > | cijrj |2 < CLCo Z |z 7.

=0 5=0
b) Es sei b;; = ¢;; = 0 fiir j > 7 sowie bl] (i+1)""5="% und ¢;; = (i+ 1)~ "5 " fiir
j <. Dann gilt Z |b;; | < 2 und Z |ci; > <3, nach a) also || A|| < /6. Man hat

| Allzs =1, aber || Allss =

Aufgabe 7.4 Man setzt einfach T = Ty P mit der orthogonalen Projektion P von H
auf V.

Aufgabe 7.5 Fiir festes y € H wendet man den Rieszschen Darstellungssatz auf die
stetige Linearform (3 : z — ((z,y) an



Aufgabe 7.6 a) Mit der orthogonalen Projektion @ von G auf R(T) ist M(y) =
{re H|Tx=Qy}.

b) Das gesuchte Element ist die metrische Projektion T*y = Py, (0) von 0 auf
M (y). Es handelt sich um den eindeutig bestimmten Vektor in M (y) N N(T)*

¢) Mit Ty := Ty : N(T)* = R(T) ist T = T; ' Q stetig nach Satz 8.8.

, 1] annehmen. Offenbar ist P, ein Polynom

Aufgabe 7.7 a) Man kann [a,b] =
| 0 fiir n # m und (P,|P,) = 1 mittels
2

[—1
vom Grad n. Man berechnet ( P,|P,,)
2n

2n—

L —2rdt = [T sm2"+1udu—2n+1 m2...2.2-2.
b) Es seien zi,...,x; alle Nullstellen ungerader Ordnung von P, in (a,b). Fiir

P(z):=(z —x) - (x —x¢) gilt dann (P,,P) #0, alsodeg P =n.

Aufgabe 7.8 Man substituiert ¢ = coss und benutzt die Dichtheit von C[—1,1] in
diesem Hilbertraum.

Aufgabe 7.9 a) rechnet man nach; in b) integriert man partiell unter Verwendung
von a). Die Hermite-Funktionen bilden sogar eine Orthonormalbasis von Ly(R); dies
kann man mittels Fourier- Transformation einsehen, vgl. etwa [Kaballo 1999], 41.16.

Aufgabe 7.11 b) Man definiert das Skalarprodukt mittels der Polarformeln (6.18)
bzw. (6.19), vgl. etwa [Werner 2007], V.1.7.

Aufgabe 7.12 Nach (7.7) gilt (\] — S,,)f = _%:3 (A —a(k)) ( fled)el, und es folgt

g € RO — S,,) & (gle}) = 0 fiir alle k mit a(k) = A & g € N(M\ — S,,)".
In diesem Fall sind alle Losungen der Gleichung (Al — S.,)f = ¢ gegeben durch
f= 3 <f|ek>ek + > & e€) mit beliebigen &, € C.

E(k);é/\

ak:/\

)

Aufgabe 7.13 Aus Tz = Mz folgt auch 72 = Az nach Satz 7.12. Fiir Eigenvektoren
x,y zu Eigenwerten A, von T folgt daher (A — p)(zly) = (Mx|y) — (z|py) =
(Txly) —(z|T*y) =0.

Aufgabe 7.14 a) rechnet man leicht nach.

b) Man hat T(V) C V < PTx = Tz fiir alle x € V. Weiter ist dies dquivalent zu
VexeVVyeVi:(Tzly)=0& (z|T*y) =0l T*(VH) CVE.
c¢) Nach b) gilt (T'];,)* = T*|;, in L(V).

Aufgabe 7.15 a) ist klar.
b) Die Einschrankung ist der nicht normale Rechts-Shift-Operator S, auf ¢5(Np) .

Aufgabe 7.16 a) Es gilt Tx = f) (Tx|xj)r; = § (z|T*z;)r; mit einer Orthonor-
=1 /
malbasis {z;} von R(T); man kann also y; = T*z; nehmen.

b) Mit a) setzt man V = [x1,...,Zm, Y1, -+, Ym] -



Aufgabe 7.17 a) Fiir A ¢ W(T) hat man d := dg(A) > 0. Fiir [z || = 1 folgt
| (M =T)z|z)|=|A=(Tz|x)| >, und esist A\l — T € GL(H) nach Satz 7.8.
b) folgt aus a) wegen W (S*S) C [0, 00) .

Aufgabe 7.18 a) Man hat V(ed)(t) = = + 5 und V(ef)(t) = 52 (e — (=1)%) =
Ok~ (;ﬂli)kk e fiir k #0.

b) Es ist V*f(t) = [} f(s)ds, vgl. S. 243. Der Operator V ist nicht normal wegen
0=r(V)<||V] und Satz 7.11.

Aufgabe 7.19 a) Aus x € M und y € M+ folgt (Ux|Uy) = (z|y) = 0, also
Uy € (UM))*. Fiir z € (U(M))* folgt dhnlich U=z € M*+.

b) Fiir [ A| > 1 hat man | (Al = U)z|z) | = | M z|z) — (Uz|z)| > (| A | = 1) || = |,
und es folgt || Ry(A) || < (|A] —1)7! nach Satz 7.8. Fiir |\| < 1 argumentiert man
dhnlich.

Aufgabe 7.20 Satz 7.14 gilt auch fiir normale Operatoren mit sup,, ||7"] < oco.
Dabei verwendet man N(I —T) = N(I — T*) = R(I — T)*. Beachten Sie auch
Aufgabe 10.23.

Aufgabe 7.21 (1) Durch U : z = () — § xp2* wird eine Isometrie von ¢y auf den
k=0

Hardy-Raum H?(D) holomorpher Funktionen auf dem Einheitskreis definiert. Invari-
ante Unterrdume von S, sind die Rdume V(o) = {z € £, | (Uz)(a) =0} fiira € D,
ebenfalls Durchschnitte solcher Rédume.

(2) Fiir eine Folge (o) in D gilt N; V() # {0} & § (1 —a;|) < oo; dies ist ein
i=1
Identititssatz fiir H*(D)-Funktionen (vgl. [Rudin 1974], Ch. 15).

(3) Fiir eine vollstindige Charakterisierung aller invarianten Unterrdume von S, wer-
den auch die fast iiberall existierenden Randwerte Ux(e'¥) = lim Uz(re’) bendtigt.
r—

Fiir den entsprechenden Satz von Beurling sei auf [Rudin 1974], Thm. 17.21 verwiesen.

Aufgabe 8.1 Es sei Q = U;{r;} . Man wihlt f, € C(Q) mit f,(r;) = j fiir j =
1,...,n und erhélt lim fu(r;) =7 fiir alle 7.

Aufgabe 8.2 Es seien G; dichte G;-Mengen und G = ;G . Offenbar ist auch G
eine GG5-Menge. Weiter ist G° = J; G mager und somit G auch dicht in M .

Aufgabe 8.3 Es ist A, abgeschlossen. Ist A° # (), so gibt es ein Polynom P mit
U.(P) C A, ; man kann aber eine ,Zickzack-Funktion* in U.(P)\ A, konstruieren.
Die dichte G5-Menge B := (), AS besteht aus nirgends differenzierbaren Funktionen.

Aufgabe 8.4 Es ist M; offen und dicht mit A\(M},) < 27% ) N, := [0, 1]\ M}, kompakt
und nirgends dicht.



Aufgabe 8.5 Mittels Rieszschem Darstellungssatz identifiziert man H mit H' und
verwendet das Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit.

Aufgabe 8.6 Man nimmt ¢, =nd, 1.
Aufgabe 8.7 Man benutzt sup,, || A, || < 0o, sup, || B, || < co.

Aufgabe 8.8 (1) Es geniigt, (2, yn) — 0 fiir 2, — 0 und y, — 0 zu zeigen wegen
B(z,y) — B(xo, y0) = B(w0,y —yo) + B(x — 20, Yo) + B(x — 20,y —yo) und der getrennten
Stetigkeit.

(2 Fiir die Operatoren 3,, : y — B(zn,y) in L(Y,Z) gilt 8,, — 0 punktweise,
nach dem Satz von Banach-Steinhaus also 3,, — 0 gleichméBig auf prikompakten
Teilmengen von Y und insbesondere 3(x,,y,) — 0.

(3) Es geniigt die Vollstindigkeit von Y (oder X ) und man benétigt die Stetigkeit
von (3 : x — ((x,y) nur auf einer Teilmenge zweiter Kategorie von Y .

Aufgabe 8.9 Die getrennte Stetigkeit folgt aus | 3(p,q) | < || p|lsup || ¢z, . Fiir die
Polynome p,(t) = /nt"" gilt || p, ||z, = ﬁ — 0, aber B(pn,pn) = 5.5 — %

Aufgabe 8.10 (1) Die Bedingung .J - L(X) C .J bedeutet, dass .J ein Rechtsideal ist.

(2 Fiir festes S € J hat die lineare Abbildung Ag : T + ST von L(X) nach .J
abgeschlossenen Graphen, ist also stetig nach Satz 8.10. Dies gilt entsprechend fiir
festes T € L(X) und die lineare Abbildung pr : S + ST von J nach J. Nun
verwendet man Aufgabe 8.8.

Aufgabe 8.11 Mit T hat auch T~! abeschlossenen Graphen.

Aufgabe 8.12 a) - ¢) sind klar, bei ¢) verwendet man die ,,Einheitsvektoren*.

d) (D) Durch || ||* wird eine stirkere Norm auf X definiert. Man zeigt die Vollstéindig-
keit von (X, || [|*) und verwendet dann Satz 8.8.

(2) Wegen der Eindeutigkeit der Reihenentwicklung héingen die Koeffizienten oy (x)

linear von x ab. Fiir eine Cauchy-Folge (z()) in (X, || ||*) sind die Folgen (ay(x(%)))

Cauchy in K, und man setzt 8, = lim ag(2)). Zu ¢ > 0 gibt es m € N mit
j—o00

sup,, || P,z — P,z™ || < ¢, und mit j — oo folgt sup, || 5 By — Pox™ || < ¢
k=0
Insbesondere ist || > Brag || < 2e+ ] S ay (™) || fiir £ < n. Daher konvergiert die

Reihe 7 := 3° Bz, und man hat |z — 22U [|* = 0.
k=0

Aufgabe 8.13 a) Nach dem Satz von Baire gibt es m € N mit (mT)° # (. Aus
Us(x) € mT folgt Us(0) CmT —x CmT —mT C 2mT .

b) Es sei S, := {f € Li[—m, 7] | %o: | f(k)|? < oo} . Ist S, nicht mager, so gibt es
k=—00



nach a) ein £ > 0 mit || f|,, <& = Z | f(k)|? < 1. Wie in Satz 8.17 liefert dies
einen Widerspruch. Schlielich ist auch S Upen Sp mager.

¢) Andernfalls gibt es nach a) eine Abschiitzung supa;'| f(k)| < C| f ||z, , und fiir
f(t) = et ergibt sich der Widerspruch a,,' < C k B

Aufgabe 9.1 b) Auf dem Raum C := {z € / | nh_)rrc}o(an(:c)) existiert} definiert
man L(z) = lim o,(z); dann gilt offenbar (D und insbesondere L(x) < py(z). Nun
verwendet man den Satz von Hahn-Banach 9.1. Aussage (3) ergibt sich aus p, = 0
auf {r —S_z |z € l} und L(x) > liminfx, >0 firz > 0.

Aufgabe 9.2 a) Durch f : Z AT — Z Mg wird aufgrund der Voraussetzung

eine Linearform auf [z,] mit Norm <C deﬁnlert diese setzt man mit dem Satz von
Hahn-Banach fort.

b) Ein solches p existiert genau fiir beschrinkte Folgen (ay) .
Aufgabe 9.5 a) Man hat | F(2") | < (b—a) || f |lsup || 2" ]| -
b) Es gilt sup || F(z")— (Z f(t;)(tj—tj—1),2') || = 0 mit der Feinheit der Zerlegung.

2’

Aufgabe 9.7 Fiir eine Funktion ¢ € C[—1,1] mit || ¢ < 1 und |pu(p)| = 2 muss
|o(t)| =1 fiir alle t € [—1,1] gelten.

Aufgabe 9.8 Es sei v/ € V". Zu i"v" € X" gibt es z € X mit 1xx = i"v". Fiir
' € V1 ist i'a’ = 0 und daher auch (z,2') = (2',i"v") = (i'z’,v") = 0. Daher folgt
x € V aus Satz 9.4.

Aufgabe 9.9 Fiir x = (1) € ¢ sel T = klim zy, . Firy = (yg) € ¢, definiert man
—00

dann Jy € ¢ durch (z,Jy) := oo yo + kX_IO Tk Yk+1 -

Aufgabe 9.10 Man hat die stetige Inklusion i : Ly(2) — L,(€2) . Fiir ein Funktional
F e Li(Q) ist dann 'F € Ly(Q)", und es gibt genau eine Funktion g € Ly(£2) mit

(. F) = Joe(t) g(t) du fiir ¢ € Ly(2) . Wegen | o o(t) g(t) dp| < [ F[| || ][z, folgt
g € Ly(p) wie in der Diskussion des Beweises von Theorem 9.15 auf S. 174.

Aufgabe 9.11 Der duale Operator ist der Integraloperator mit dem ,,transponierten*
Kern '(t,s) = k(s,t) .

Aufgabe 9.12 Man definiert eine Projektion P : X" — 1x/(X') durch Px" := 2""1x .
Dagegen ist tcy in { nicht komplementiert, vgl. [Meise und Vogt 1992], 10.15.

Aufgabe 9.13 Man definiert Pf(t) = 3(f(¢) + f(—t)) fiir f € C[-1,1].



Aufgabe 9.14 Fiir eine konvergente Folge x = (z,,) € ¢ definiert man Rz € C[0, 1]

als die stiickweise lineare Funktion mit Rz (1) = 2, .

Aufgabe 9.15 Fiir T, € L(V, ¢q) gibt es zunéchst eine ,Fortsetzung® T} € L(X, {x)
mit || 71 ]| = || To||. Da der Raum X; := R(T}) + ¢y separabel ist, gibt es eine Pro-
jektion P von X; auf ¢y mit | P| < 2. Damit setzt man einfach T = PT,. Fiir
Operatoren nach ¢ verwendet man nun Aufgabe 3.7.

Aufgabe 9.16 a) Zu ¢ > 0 wihlt man Vektoren y; € Y mit 7y; = Ty(e;) und

lyi || < (1+¢) | Toe; || . Dann setzt man T(leiei) = ZI%%
1€ 1€

b) Man liftet die Identitét I : ¢;(I) — ¢1(I) geméiB a).

Aufgabe 10.1 Fiir Minima gilt —u” +u =0, also u(t) = A cosht + Bsinht.

Aufgabe 10.2 Fiir Minima gilt (tu'(t))’ = 0, also u(t) = Clogt + D iiber jedem
Intervall [e,1]. Daher existiert ein Minimum unter den gegebenen Randbedingungen
v(0) =a, v(l) = 4 nur fiira = .

Aufgabe 10.3 Das Funktional hat genau dann ein Minimum in v, wenn |v'(¢) | =1
fiir alle ¢ € [0, 1] gilt. Beispiele in W} (0,1) sind , Zick-Zack- Funkt10nen“ in C*(0,1)
ist dies wegen v(0) = v(1) = 0 unmdoglich.
Aufgabe 10.4 a) ,= “: Essei |24y || = || ||—|—|| y|| mito.E. [|y|| > z] >0. Dann
Y — Nzl 1t 1
folgt | e H+|Iy|| =1 |z ||+H [ =1 lzll Nyl mor = Izl (H I IIyll)Hy||
also
H [ ||y||
= Aus [zl =yl = 3@+l =1 folgt |z +yll =2 =]+ ]yl also

r = ay und dann x = y.

b) Man verwendet a). In der Holderschen und in der Minkowskischen Ungleichung

tritt nur dann ,=“ auf, wenn die Funktionen linear abhéingig sind.

Aufgabe 10.5a) Zux € X mit ||z || =1 gebees 2,2, € X' mit 1 = || 2/ || = (z, 7).
Dann folgt (z, 3 (z} +23)) =1, also || (2} + 25) || =1 und somit 2| = .

b) Es seien z,y,z = 3(z +y) € X mit ||z || =||y| = || z] = 1. Nach (9.6) gibt es

Z e X' mit || /|| =1 und (z,2') = 1. Wegen |(z,2')| <1 und |(y,2')| <1 muss
auch (x, 2"y = (y,2') =1 gelten; da X' flach normiert ist, folgt txz = txy und z = y.

Aufgabe 10.6 ,= “: Es seien:cyeK und s,t € K mit |s|+ || <1 und o.E.
st # 0. Setze o = 57 und § = = ‘ 3 dann ist |a| =1 und | 3| < 1. Damit folgt

ar € K, By € K und wegen der Konvexitit sz +ty =|s|ax+ (1 —1|s]|)fy € K.
Aufgabe 10.7 b) Man hat C° = {z € X | pc(z) < 1} und C = {z € X | pc(z) < 1}.

Aufgabe 10.8 a) Fiir ¢/ € Y hat man ¢ € T(A)* ©@Vz e A : |{Tz,y)| <1&
VeeA : |[(x,Ty)|<1& Ty e A°.



b) ,,= ¢ folgt sofort aus a). ,<=“: Es gebe x € A mit Tx ¢ B. Nach Satz 10.4 gibt es
dann ¢’ € B® mit |(Tz,y')| > 1, also T'y' ¢ A°.

Aufgabe 10.9 Man betrachtet einfach konstante Folgen.
Aufgabe 10.10 Der Beweis von Satz 7.1 ldsst sich iibertragen.

Aufgabe 10.11 Mit X und Y ist auch X x Y reflexiv, und W}"(a,b) ist zu einem
Unterraum von Ly (a, )™ isometrisch.

Aufgabe 10.12 Fiir die , Einheitsvektoren“ gilt e, — 0 in ¢y und €, Y0 in ly, aber
{(en,€l,) = 1. Die Aussage gilt, wenn eine der Folgen Norm-konvergent ist.

Aufgabe 10.13 Wegen (10.31) kann man eine Folge von ,, Dreicksfunktionen* nehmen.
Aufgabe 10.14 Ein Beispiel ist die Folge (z,, = (1,...,1,0,...)) mit n Einsen.
Aufgabe 10.16 Nein, sonst wiire L,(u) zu einem Unterraum von ¢; isomorph.

Aufgabe 10.17 Aufgrund der Sétze 10.11 und 10.12 ist ein solches Lifting i.a. nicht
moglich.

Aufgabe 10.18 a) Man definiert eine Isometrie T : {5, — L]0, 1] durch die Formel
T(x,)(t) =z, firt € I, := (2=*) 27") | Eine stetige Linksinverse von T ist gegeben
durch L : f — (2" [, f(t)dt); dann ist TL eine stetige Projektion von L0, 1]
auf T({y) . Die Existenz einer solchen stetigen Projektion folgt auch aus Bemerkung
c) auf S. 178.

b) folgt nun aus a), der Nicht-Reflexivitdt von ¢, und den Sétzen 9.13 und 9.12.

Aufgabe 10.19 a) Man dualisiert eine Quotientenabbildung 7 : ; — X .
¢) Man hat Ly[0,1] X loo ~ Ly[0,1] X Ly[0,1] X V =~ L[0,1] X V' ~ £, und auch
Loo[0,1] X log 22 log X W X Loy > oy X W =~ L]0, 1] .

Aufgabe 10.21 Man hat | Tz || = || Toz || = || T2 || = || T*2 ||, und fiir y € H gilt
(Traly) = (2|Toy) — (2|Ty) = (T"z|y) .
Aufgabe 10.22 a) Es gilt |2 S, 2= & 3 (eles) = L.

=1 jk=1

b) Man kann x = 0 annehmen. Nach dem Prinzip der gleichméfiigen Beschrianktheit
gibt es C' > 0 mit ||z, || < C fiir alle n. Es sei n; = 1. Wegen x, — 0 gibt es
ny > 1 mit | (z,|z,,) | < 1 fiir n > ny. Weiter gibt es ng > ny mit | (z,|2y,) | < 3 fiir
n > ng. So erhilt man eine Teilfolge mit | (z,,,, |74;) | < % fir 1 < j < k. Daraus

folgt [| L 35 x| = O(2) ahnlich wie in a).
j=1

n—1

Aufgabe 10.23 (1) Fiir die Operatoren P, : x — 1 ¥ Tz gilt | P, || < C. Fiir
i=0

x € N(I—T) gilt offenbar P,z = z fiir alle n € N. Wie im Beweis von Satz 7.14 hat



man lim P,z =0 fiir # = y — Ty, also auch fiir v € R(I - T).

() Fiir z € X gilt P,z 2 2* fiir eine geeignete Teilfolge aufgrund von Theorem
10.14. Wegen || TP,x — Pyx || — 0 ist Tz* = 2*, also z* € N(I —T).
)J_

(3) Bs gilt + — 2* € R(I — T). Andernfalls gibt es nach Satz 9.4 ein f € R(I — T
mit f(x —x*) #0. Wegen T"z — T" 'z € R(I — T) ist aber f(T"z) = f(z) fiir alle
n €N, also auch f(P,z —x) =0 und f(z —2*) =0 wegen P, x = z*.

(4 Nach 3) und (@) gilt || P,(x — 2*) || = 0, und wegen (2) ist P,2* = z*. Somit
hat man || P,z —z* || — 0; es ist also Pz := a* € N(I —T) eindeutig definiert. Nach
@ git X=N(I-T)®R(I-T).

Aufgabe 11.1 a) Fiir eine orthonormale Folge gilt || e; — e ||* = 2; es gibt also keine
konvergente Teilfolge.

b) Es seien (S,) eine Folge in K(X,Y) mit S, — S in L(X,Y) und (z;) eine

beschriankte Folge in X . Fiir eine Teilfolge (xg-l)
eine weitere Teilfolge (:r§2)) von (xg-l)) konvergiert auch (52x§2)). Man fihrt so fort,

* . () : ®)  frs :
* = ;") konvergiert (S,}) fiir alle n € N. Dann ist

) von (x;) konvergiert (5’11;5-1)); fiir
und fiir die Diagonalfolge (z
aber auch (Sz}) konvergent.

Aufgabe 11.2 Der Operator ist genau dann kompakt, wenn lim a;; = 0 gilt.
1,] —00

Aufgabe 11.3 Der Operator M, ist nur fiir a = 0 kompakt.
Aufgabe 11.4 Der Operator ist fiir alle 1 < p < co kompakt, vgl. S. 53.

Aufgabe 11.5 Die Operatoren S. besitzen Lj-Kerne. Diese kann man nach einer
Orthonormalbasis geméfl Aufgabe 6.7 entwickeln, und daher sind die Operatoren S,
kompakt. Wie in Aufgabe 3.19 zeigt man schlieflich || S — S. || = 0.

Aufgabe 11.6 Aus (I — S)(I — S;) =1 folgt S, =55, — S € K(X).
Aufgabe 11.7 zeigt man wie im Beweis von Satz 13.13.

Aufgabe 11.8 Ist {Ry],..., Ry,,} ein e-Netz in R(By), soist {T"y},...,T'y.,} ein
3e-Netz in T"(By) .

Aufgabe 11.9 (1) Eine beschriinkte Folge (x,) in H hat eine Teilfolge, fiir die
(§*Sw,;) konvergiert. Wegen || S(zn, — @) > = (S*S(n, — n,), (T, — Tp,)) ist
dann auch (Sz,;) konvergent.

(2) Wegen (1) gilt S € K(H) = SS* € K(H) = S* € K(H).

Aufgabe 11.10 Man wihlt eine Folge (x,,) in By mit | ( Az, z, )| — || A|| und eine
schwach konvergente Teilfolge. Die Aussage folgt auch aus Lemma 12.4.



Aufgabe 11.11 In einem Banachraum Y mit Schauder-Basis gilt P,y — y fiir alle
y € Y fiir die Projektionen aus Aufgabe 8.12. Fiir T € K(X,Y) folgt P,T € F(X,Y)
und | T — P, T| — 0.

Aufgabe 11.12 Fiir T € K(X,C(K)) setzt man T,,z(t) = er a;(t) Tz(t;) . Dann gilt
i=1
T, € F(X,C(K)) und ||T - T, || — 0.

Aufgabe 11.13 Sind Vektoren T'xy,..., Tz, linear unabhéngig, so gilt dies auch fiir
die Vektoren F,xq,..., F,z, fiir grofle n.

Aufgabe 11.14 Fiir Shift-Operatoren gilt ind ST" = —m , ind S™ = m fiir m € Ny .
Aufgabe 11.15 Man argumentiertiert wie im Beweis von Lemma 11.6.

Aufgabe 11.16 Man verwendet die Zerlegung aus Abb. 11.1 und addiert einen bijek-
tiven, injektiven bzw. surjektiven Operator F': N(T) — X, mit F : X; — {0}.

Aufgabe 11.17 a) folgt leicht aus Aufgabe 11.16.

b) Man hat ¢y % ¢, , aber ¢g @ K™ ~ ¢y und ¢, @ K™ ~ ¢,. Die zweite Behauptung
ergibt sich genauso.

Aufgabe 11.18 Wir verwenden die Zerlegung aus Abb. 11.1. Fiir 2’ € N(T)* defi-
nieren wir durch y ~ (T} 'y, 2') eine stetige Linearform auf R(T) und setzen diese
nach Hahn-Banach zu 3’ € Y’ fort. Fiir z € X gilt dann (z,T"y") = (Tz,y') =
(T T, 2"y = (I — P)z, 2"y = (x,2") wegen (Px,2') =0.

Aufgabe 11.19 Es ist 77 genau dann linksinvertierbar, wenn dim N(7") < oo und
R(T) komplementiert ist; 77 ist genau dann rechtsinvertierbar, wenn codim R(T") <
oo und N(T') komplementiert ist.

Aufgabe 11.20 a) Man argumentiert wie in Aufgabe 7.16.
b) Man hat T'= 1 auf Np und T(Xr) C Xp. c) ist klar.

d) Zu S € F(X) wihlt man F' € F(X) mit || S — F| < 1; aufgrund der Neumann-
schen Reihe ist dann U :=T— (S—F) € GL(X). Wegen T =U—-F =U (I -U"'F)
und U™'F € F(X) folgt die Beahuptung nun aus b) und c).

p—

L. .
Aufgabe 11.21 a) und b) gelten wegen \?T — AP = (A\[ — A) S M AP~17 | wobei die
0

J:
Reihenfolge der beiden Faktoren auch vertauscht werden kann.

c) Nach b) gilt \T — A € ®(X) fiir alle A € C\{0}, und wegen Theorem 11.11 gilt
dort ind(A] — A) = 0. Ist nun o(A) N {A € C | || > ¢} fiir ein 6 > 0 unendlich,
so gilt dies nach a) auch fiir 6(A?) N {A € C | |A| > ¢} im Widerspruch zu Theorem
11.14.

d) Man definiert A € L(¢3) durch A(zg,x1, 22, x3,...) = (0, 29,0, 29,0, 24,0,...).
Aufgabe 11.22 Anderfalls gilt stets N(T") # N(T™*!') und man konstruiert einen



Widerspruch wie im Beweis von Theorem 11.14.

Aufgabe 12.1 Der Operator S, hat die Eigenwerte )\, = #, k € N, zu den
orthonormalen Eigenvektoren ¢y (t) = /2 sin krt .

Aufgabe 12.2 /= “: Fiiry = Sz = ioj N (zle;)e; € R(S) gilty € N(S*)*+ = N(S)*
i=0

und (yley) = A (zfex ) -

,<=“ Wegen y € N(S)* gilt (yle;) = 0 fiir \; = 0, und man hat y = Sz fir
T = )\]20)\371 (ylej)e;.

Aufgabe 12.3 ,<*: Fiir einen Vektor z € V := leg, ..., €] mit ||z|| = 1 gilt
(Avle) = & | (alex) > ;.

,> “: Fiir jeden Raum V' mit dimV = j+1 gibt es v € VN [eg,...,e;—1]* mit Norm
1, und daher ist min {( Az|z) | [|z|| < 1,2 €V} < (Av|v) = ];::j)\k | (v]er) |2 < ).
Aufgabe 12.4 [<=“ Wegen ST =TS und ST* = T*S ist jeder Eigenraum von S

unter 7" und 7™ invariant, hat also eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von 7.
,= “ ist klar.

Aufgabe 12.5 ,= “ Aus T = U~'SU folgt A\ =T = U~ (A — S)U fiir alle A € C.

,<“ Nach Voraussetzung haben S und T die gleichen Eigenwerte mit gleicher Viel-
fachheit. Man konstruiert U, indem man die Eigenrdume isometrisch aufeinander
abbildet.

Aufgabe 12.6 ergibt sich aus a;; = (T'ejle;) .

Aufgabe 12.7 Es sei T ein Hilbert-Schmidt-Operator auf L, (). Nach Satz 12.10
gilt Tf(t) = X s;(T) [ f(s)g;(s)dshi(t) mit Orthonormalsystemen {g;} und h; in
k=0

Ly(€2) . Daraus folgt Tf(t) = [o k(t,s) f(s)ds mit k(t,s) = kijo s;(T) gi(s) hj(t).

Aufgabe 12.8 Fiir x € H und t € K gilt Tz(t) = (Tz,6;) = (x,T'0;) =
(2]j5'T'0;) mit der kanonischen Isometrie j; : H — H'. Fiir eine Orthonormal-

basis {e;}icr von H gilt daher fiir jede endliche Indexmenge I' C I: % | iTe; || =
i=1

S Jic | Tei(®) [t = [fic 32 [ Ceir g T'0) Pt < i | ' T8 |2 de- < M| T'|J* =

MK) || T||* aufgrund der Besselschen Ungleichung.

Aufgabe 12.9 Esist T'= S, D mit dem kompakten Diagonaloperator D = diag(ﬁ) .
Es folgt T = D*S_ = DS_ und T*T = DS_S.D = D?, also |T| = D und
s;(T) = Jﬁ . Offenbar ist 7= S, D die Polarzerlegung von 7.



Aufgabe 12.10 a) (1) Fiir (33) ist nur ,= “ zu zeigen. Ist k.S > n, so gibt es
linear unabhéngige Vektoren yo = Sxq, ..., y, = Sz, in R(S). Mit Z := [xg, ..., z,]
ist S : Z — S(Z) bijektiv; es gibt also ¢ > 0 mit || Sz || > c||z|| fiir z € Z. Fiir
rtk FF<n gibtesé € Z mit ||£]|=1 und FE=0. Esfolgt | S—F || > || (S—F)¢|| =
| SE|| > c|| || = ¢, also der Widerspruch «,,(S) > ¢ > 0.

(@ Zue >0 gibtes Fi,F, mit tk F; <n,rtkF, <m und [| S — F\ || < a,(S) + ¢,
| T = F5 || < an(T)+e. Dann folgt rk(Fy + F5) <n+m und || (S+T) = (Fi +F) || <
an(S) + an(T) + 2¢, also (35). Insbesondere ist a,(S) < a,(T) + ||T — S|, und
daraus folgt (36). Auch (34) ergibt sich leicht.

(3) Nun wihlt man Fy mit tkF; < m und |[|[C — F3|| < am(C) + £. Es folgt
|SC — F\(C—F3)—SF3||=|(S—F) (C—F;) || < (an(S)+¢) (an(C)+e), wegen
rk(Fy(C — F3) — SF3) < n+m also (37). Daraus folgt sofort auch (38).

b) Wegen rkIx = j ist s;(Ix) =0. Fiir F € L(X) mit tk F < j—1 gibtesz € X
mit Fo =0 und ||z || =1, und man hat || — F|| > ||(I - F)z| =] z]| =1.

Aufgabe 12.11 a) Man argumentiert wie in Satz 12.11.

b) Nach Definition ist ¢;(7") unabhiingig von einer ,Erweiterung® des Zielraums. Dies
gilt nicht fiir die Approximationszahlen: Nach dem Resultat von P. Enflo (vgl. S.214)
gibt es einen Operator T' € L(X,Y") mit a;(T) /4 0; fiir eine Isometrie ¢ : Y — (oo (1)
gilt jedoch «;(1T) = ¢;(T") — 0 nach den Aufgaben 12.12 und 12.11.c¢).

¢) ,=“ Zue > 0 gibt es eine Projektion P € L(X) mit dim R(P) < oo und
| Tlypy | <& Zud = min{ﬁ,l} > 0 gibt es x1,...,2, € B = By(0), sodass
{Pxy,...,Px,.} ein 6-Netz von P(B) ist. Dann ist {Tx,,...,Tx,} ein 4e-Netz von
T(B).

s=“ Zue > 0 gibt es ein £-Netz {Txy,...,Tx,} von T(B). Nach (9.6) gibt es
y; € Y mit ||yif| =1 und [ T2y || = [(Txj,y5) | = [(2;,T'y;)|. Fiir den Raum
N =M= N(T"y}) gilt codim N < r, und fiir ¥ € BN N gibt es ein j € {1,...,7}
mit | Tz || < e+ || Ta;[| < o+ [{(Tajly;) [ <o+ [{((Tz; = Tr)ly;) | < 2.

Aufgabe 12.12 a) Man argumentiert wie in Satz 12.12, ebenso fiir b) im Fall eines
Hilbertraums X .

d) Man hat ¢;(T) = ¢;(¢T) < o;(tT). Zue > 0 sei V C X ein abgeschlossener
Unterraum mit codim V' = j und [| Ty || < (1+¢)¢;(T) . Der Operator (T : V — o
hat eine Fortsetzung S : X — lo mit || S| = [Ty || < (1 +&)¢;(T). Wegen
rk(:T — S) < j ergibt sich daraus o;(1T) < (1 +¢)¢;(T) .

Aus d) folgen nun der fehlende Teil von b) sowie c) .

Aufgabe 12.13 a) Wegen p < 2 ist T € Sy(H), hat also eine Schmidt-Darstellung
Tx =Y s;j{x|gj) f; mit Orthonormalsystemen {g;} und {f;}. Mittels Holderscher
j=0

[e 0] [ee] o0
Ungleichung folgt Y- s = X 7 3 [(eilg;) > = X X s [ (eilg;) [P (eilg;) P77 <
j=0 j=0 el i€l =0



= (2 s |{eidos) |2)p/2(§? [Ceilgs ) [2)=* <z 531 Ceilg) )% = Z || Tea|P”.

i€l j=0 = il

b) Mit der Darstellung Tz = Z Sj <x|g] ) f; wiein a) folgt || Te; || = Z s3] (eilg; ) [?

T Mg

| /\

2 2
(_ZOS]- | (eilg; ) %) (E |<6zlgg>| )7 (E sj [ (eilg;} [7)7, und damlt ergibt sich
]:
STl < T 5 8§|<6i|9j>| =5
i€l i€l j=0 7=0
Aufgabe 12.14 a) immer,

b)fiiroz>;} 0derﬁ>%, immer fiir « € N oder § € N,
c) fiir 2a>% oder 25>%, immer fiir « € N oder § € N.

Aufgabe 12.15 a), b) () Fiir S € S;(H,G) hat man eine Schmidt-Darstellung
Sx = Z s; (xlej) fj, dlese erfiillt auch (47) und das Infimum in (48) ist < o¢(S).
=0

() Fiir S € L(H,G) gelte nun (48). Dann ist S € K(E,F) und hat somit ei-
ne Schmidt-Darstellung Sx = Y s; (zl|e;) f;. Fiir n € N ergibt sich dann ) s; =
=0 =0

(Seilfs) < 53 egka) (welfs) 1< (5 Heglon) 1) (55 1wl f5) )™ <

8||M:

Z | zx || || v || nach der Schwarzschen und der Besselschen Ungleichung. Aus (48) fol-

gen leicht die Norm-Eigenschaften.
c¢) Die Vollsténdigkeit ergibt sich mittels Satz 1.6, die Dichtheit wie in Satz 12.8.
Aufgabe 12.16 a) Es sei Sz = %O: s;(xle;) f; eine Schmidt-Darstellung von S'.
=0
Dann ist TSz = _ZO s; (xle; ) T f; und _ZO | sie; | (| Tfi |l < 02(S) 02(T) .
= j=

b) Fiir Nx = %O: s; (xlej) f; sei Sz = %O: 5;/2 (zlej) fj und Tax = %O: s;/Q (zle;)e;
j=0 j=0 Jj=0

Aufgabe 12.17 a) Es ist Y. (Se;jle;) = Y (The;|Tie;) = (To|Ty )2 mit einer Zerle-
icl iel

gung S = TiT, wie in Aufgabe 12.16.

b) Weiter folgt | tr S| = |(To|Ty )2 | < || T2]|2 || T ||z = 01(S). Linearitdt und die

Formel tr(S*) = tr(S) sind klar.

c) Esist 3 (Seile;) = % io: (eilre) (yklei) = %O: 2 (eilz ) (yrlei) = %O: (Ylzy ) -
iel i€T k=0 k=0i€l k=0

d) Es sei Az = § s; (xle;) f; eine Schmidt-Darstellung von A. Dann erhélt man
§=0

nukleare Darstellungen von BA und (AB)* = B*A* durch BAzx = io: s; (xle; ) Bf;
§=0
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und B*A*x = 3 55 (a|f;) B'e;, also tr(BA) = 3 s; (Bfjle;) = ¥ s;(fi|B"e;) =
J: =

Jj=0 J

tr(B*A*) = tr(AB) aufgrund von c).
e) Fiir normale Operatoren S € Si(H) gilt (Sejle; ) = A;(S5).

Aufgabe 12.18 a) Man hat S, f(t) = ioj { f|bx ) ar(t) . Nun verwendet man die Auf-
k=0
gaben 12.15 und 12.17¢).

b) Fourier-Entwicklung liefert x(¢, s) = § k5 (k) e* mit | &5(k) | < 25 || 07K [|sup -

k=—00
c¢) Es gibt k,, € C[—7, 7] ® A, mit k, — £ in C([—7,7]|,AS,), und fiir x, gilt die
Spurformel. Wegen (46) gilt S., — Si in So(Lo[—m, @], H5) fiir § < s < o, und aus
(42) folgt schlieBlich S,, — Sy in Si(La|—m,7]).

Aufgabe 13.1 Es ist y — (Tzly) = i(] + 1)z;50 + X 24Tk genau dann stetig,
k>1

wenn yo = 0 gilt, und in diesem Fall ist (Tz|y) = (z]y).

Aufgabe 13.2 a) {z € (5 | j%::o ai;jx; konvergiert fiir j € Ny und §)| ]ijo aijz; |2 < oo}
ist der maximale Definitionsbereich von A.

b) Man hat [e;] € D(A) und (Ape;ly) = ii_%oaik@ = (ex|A*y) fir y € D(AX),
also A* C A, Nun sei y € D(A}). Fiir k € Ny gilt dann (egx|Ajy) = (Agerly) =
iiojo aix¥i , und es folgt 5 | %Ojoa_ikyi > = k%O:O | { Afyler ) |> < 00, also y € D(AX).

k=0 1i=
c¢) Transposition von b) liefert nun A = (A*)j, und man verwendet Satz 13.6.

d) Durch Be; = (a;j); € (s wird eine symmetrische Matrix wie in c) definiert, und
man hat Bx = Ax fiir x € D(B).

Aufgabe 13.3 Man argumentiert wie in Banachalgebren, vgl. Formel (4.14).
Aufgabe 13.4 Im Fall T € L(H) hat man Gleichheit.

Aufgabe 13.5 a) Es sei (y,) eine Folge in D(T*) mit y, =y und T*y,, — z in H.
Fir z € D(T) gilt dann (Tz|y) = nll_)r£10<Tx|yn> = nh_)rglo(x|T*yn> = (z|z), und es
folgen y € D(T™) sowie Ty = 2.

b) ergibt sich dhnlich wie a).

c) Es sei (y,,) eine Folge in D(T') mit y, — 0 und Ty, — 2z in H. Fiir z € D(T) gilt
Re(z|Tz + Az) = lim Re(z|Tz + ATy, ) = lim Re (2 + Ayn|T(z + Aya) ) = 0 fiir
alle A € C, und daraus folgt (z|z) =0.

Aufgabe 13.6 a) Fiir A € p(T) ist A\I — T abgeschlossen, und dies gilt nach Satz
13.3 dann auch fiir 7".



b) Wegen (22) ist il — A: Dy — R(il — A) eine Isomorphie.

Aufgabe 13.7 a) ,= “: Wegen R(A)t = N(A*) = N(A) = {0} existiert A1, und
nach Satz 13.7 ist (A"« = (A*)~' = A,

=% Bs ist D(A%) = R((A*)")) = R((A=1)") = R(A~") = D(A), und fiir y € D(A)
gilt (A"H*A*y =y und auch (A 1)*Ay =y, also A*y = Ay.

Aufgabe 13.8 Aus )\ € p(T) folgt A € p(T*) nach Satz 13.7, und die Umkehrung
gilt wegen T = T**, vgl. Satz 13.6d).

Aufgabe 13.9 Da T* abgeschlossen ist, folgt die Stetigkeit von 7" aus dem Gra-
phensatz 8.10. Nach Satz 13.6 ist T C T = T** ebenfalls stetig. Fiir abgeschlossene
Operatoren T gilt sogar 7' = T** und somit D(T) = H .

Aufgabe 13.10 Symmetrie und Abgeschlossenheit von A folgen wie in dem Beispiel
*

auf S. 267, ebenso die Aussage D(A*) = W} (0,00). Wegen dim D(A )/D(A) =1

besitzt A keine selbstadjungierte Erweiterung.

oAt

Aufgabe 13.11 a) Es sei v = e7*% . Man hat die Eigenfunktionen o (t) = = U

den Eigenwerten \, = ;= + zf—’; k€.

b) Fiir [a,b] = [0,¢] und u(0) = u(¢) = 0 hat man die Eigenwerte \; = %, k eN,
zu den orthogonalen Eigenfunktionen ¢y (t) = sin k%t . Fiir v/(0) = «/(£) = 0 hat man
die Eigenwerte A\, = %, k € Ny, zu den orthogonalen Eigenfunktionen vy (t) =
coskZt.

‘

Aufgabe 13.12 Man verifiziert die Aussagen des Hinweises.

Aufgabe 13.13 a) Man verfihrt wie in Abschnitt 13.4. Nach b) miissen die Eigenwerte
nicht einfach sein.

b) In Ly[—m,n] hat man die Eigenwerte A\, = k*, k € Z, zu den orthonormalen
Eigenfunktionen e**. Das Problem du(z,t) = ad?u(x,t) mit Anfangsbedingung

w(z,0) = A(z) wird gelost durch u(z,t) = S A(k) e %" b = (9°1% A)(z) mit der

k=—00
Theta-Funktion 9(z,t) = S ek gk — \/g » exp(—%) (vgl. [Kaballo
k=—00 n=-—00
1999], Abschnitt 35).

8

Aufgabe 13.14 a) (1) Es sei j, € N mit A;j >0 fiir j > jo. Zue >0 gibt es j; > jo
mit 3 | (zle;) |2 < €2, und es folgt || S(h)z — z |2 = 3 [e NP — 12 (afe;) 2 <
by P!

=

i1

» | e Nt — 112 (z]e;) |* + &2 < 22 fiir geniigend kleine h > 0.

i=o

(2) Fiirt > 0 ergibt sich analog || S(t+h)z—S(t)z ||? = > e Pit| e Nih—1 12 (z]e;) > <
p=

e?||z||* fiir geniigend kleine A > 0 durch Aufteilung in 2 Summanden.



b) Man argumentiert wie in Satz 13.20 und in a).

Aufgabe 13.15 Man benutzt PjP, = 0 fiir j # k und die unbedingte punktweise
Konvergenz der Reihen.

Aufgabe 13.16 (5) Fiir eine disjunkte Vereinigung § = oLj d, und f € Ly(Q2) gilt
n=1
EQ©)f = Xa-1(8)f :Xafl(U(sn)f = XUafl(gn)f = 2_:1Xa—1(6n)f = 2_:1E(5")f'

Aufgabe 13.17 Man argumentiert wie in Aufgabe 13.10 oder verwendet die unitére
Fouriertransformation auf Ly(R) (vgl. etwa [Kaballo 1999], Abschnitt 41). Damit gilt
P =F'M¢F; mit M ist auch P selbstadjungiert, und man hat o(P) = R.

Aufgabe 13.18 a) Wegen ||z || =1 gilt §(A,z) =0 < Az = Az mit A = (Azx|z).

b) Mit @ = (Az|z) und 8 = (Bx|r) betrachtet man A* = A — ol und B’ =
B — I. Damit ergibt sich ([A, Blz|z) = ((AB — BA)z|z) = ((A*B°’ — BPA®)z|z) =
(A*BPx|x)—(2|A®BPz) = 2i Im{A*BPx|x) und somit | ([A, Blz|z) | < 2| (Bfz|A%z) | <
2|| Bz || || A%z || = 26(A,2) §(B, x).
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